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Regular grammar induction:
theoretical foundations and algorithms

Abstract: In this work we study the automatic learning of a formal grammar from examples. In
particular we focus on regular grammatical inference. We cover in detail the theoretical foundations
and the definition of the search space of this problem. We prove new properties that define a frame-
work and constraints which together serve to help the design of new algorithms. Next we present
a set of existing inference algorithms. We compare them on the basis of the type of data they use,
their generalization criteria and computational complexity. Finally we study grammatical inference
from sequential presentation of learning data. An incremental extension of an existing algorithm is
proposed. We prove its convergence and complexity.

Key-words: Grammar induction, symbolic learning algorithms, incremental learning.
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6 Pierre Dupont et Laurent Miclet

Chapitre 1

Bases théeoriques de I'inférence réguliere

1.1 Introduction

Nous nous intéressons ici a 'apprentissage de modeles structurels pouvant étre décrits par le biais
d’'une grammaire formelle. Ce probleme reléve deférence grammaticaldans le sens classique
du terme. Elle consiste en I'apprentissage d’'une grammaire représentant un langage a partir d’'un
ensemble d’exemples. Cet ensemble est formé au moinsé@thantillon positifc’est-a-dire un sous-
ensemble fini d’'un langage. Nous pouvons également disposegédhantillon négatifc’est-a-dire
un ensemble fini de chaines n’appartenant pas au langage.

L'inférence grammaticale a été étudiée depuis le développement de la théorie des grammaires
formelles. Outre son intérét théorique, elle offre un ensemble d’applications potentielles, en particulier
dans les domaines de Reconnaissance des Formes Syntaxiques et Structurédl@saitement de
la Langue Naturellest le Traitement de la ParoleNous nous limiterons ici aihférence réguliere
c’est-a-dire 'apprentissage d’'une grammaire représentant un langage supposeé régulier. En effet, c’est
dans ce cadre qu’ont été menés la plupart des travaux jusqu’a ce jour.

Nous rappelons au paragraphe 1.2 les notions algébriques de base qui nous permettent de définir
I'espace des solutions possibles de I'inférence réguliére: langages réguliers, automates finis, partitions
d’'un ensembile fini, dérivation d’'un automate relativement a une partition de son ensemble d’états,
treillis d’automates. En particulier, nous étendons la notion classiqoerdplétude structurell@’'un
échantillon relatif a un automate.

La caractérisation et I'évaluation d’une méthode d’inférence requiert un cadre formel définis-
sant I'objet de I'apprentissage. Nous présentons au paragraphe 1.3 quelques critéres d’inférence cor-
recte. En particulier, nous détaillons l'identification exacte d’'un langage telle qu’elle a été définie par
Gold [Gol67, Gol78].

Nous rappelons au paragraphe 1.4 les principaux résultats de la complexité théorique d’identifi-
cation d’'un langage régulier [Pit89]. Bien que l'identification exacte d’'un langage régulier a partir
d’échantillons positif et négatif constitue un probleme NP-difficile, nous insistons sur le fait qu’'une
identification quasi-exacte puisse étre obtenue en temps polynomial [Lan92, OG92].

Nous consacrons le paragraphe 1.5 & une description formelle de I'inférence réguliere. Elle est
vue comme un probleme decherche explicitel’'une généralisation de I'échantillon positif. Nous
revoyons ici les théoremes fondamentaux conformément a notre définition de complétude structurelle.
Il en résulte que I'espace de recherche est un treillis d’automates, construit sur la base de I'échantillon
positif. Nous étudions certaines propriétés de ce treillis. En particulier, nous montrons que le treillis
construit & partir de lautomate canonique maximest plus général que celui construit a partir de
I’ accepteur des préfixes

INRIA
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Nous définissons ensuite la notioredsemble frontieréparagraphe 1.6¢’est-a-dire 'ensemble
des solutions compatibles les plus générales, et nous étudions quelques propriétés de cet ensemble.
Notons que nous avons présenté les principaux résultats des paragraphes 1.5 et 1.6 dans [DMV94].
Finalement, nous démontrons au paragraphe 1.7 un autre résultat original. Il s’agit de I'existence
d’'un demi-treillis constitué de tous les automates déterministes du treillis associé a I'accepteur des
préfixes.

1.2 Définitions et notations

Le lecteur familier avec les définitions classiques de la théorie des automates peut passer le para-
graphe 1.2.1. Nous présentons ces notions par souci de complétude et afin de spécifier les notations
utilisées par la suite.

1.2.1 Langages, automates et partitions
Notions de base

Soit ¥ un alphabet finiet leslettresa, b, ¢ des éléments de. Nous désignons par, v, w, x des
éléments d&*, c’'est-a-dire des chaines de longueur finieXSuet par) la chaine vide |u| désigne
la longueur de la chaine

Définition 1.1 Nous disons que est unpréfixedewv s'il existew tel queuw = v.
Définition 1.2 Nous disons que est unsuffixedev s’il existew tel quewu = v.

Définition 1.3 Un langageL est un sous-ensemble quelconquelieLes éléments dé sont des
chaines qui, dans ce contexte, sont généralement appedés's

Définition 1.4 Soit Pr(L) = {u|3v,uv € L} I'ensemble des préfixes de Nous désignons par
L/u = {v|uv € L} le quotient-droitde L paru, encore appelénsemble des finalegu. Nous avons
doncL/u # ¢ si et seulement si € Pr(L).

Automates finis

Définition 1.5 Un automate finest un quintuplé®, 3, 4, ¢, F') ou @ est un ensemble fini dtats >
est unalphabet finj § est ungfonction de transitionc’est-a-dire une application dg x ¥ — 29, ¢,
est I'état initial et F' est un sous-ensemble @eidentifiant lesétats finauou d’acceptation

Définition 1.6 Si, pour touy de et touta deX:, (g, a) contient au plus un élément (respectivement
exactement un élément), 'automateest ditdéterministe(respectivementomple). Par la suite,
nous utiliserons I'abréviatioAFD pour un “automate fini déterministe” 8N pour un “automate
fini non-déterministe”.

1. Ces désignations sont classiques en théorie des langages. Elles peuvent néanmoins induire une confusion. Si nous
nous référons aux appelations classiques en traitement de la langue naturelle, les mots ou entrées lexicales correspondent
ici aux lettres et les phrases correspondent ici aux mots.
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8 Pierre Dupont et Laurent Miclet

Considérons, par exemple, 'automate, représenté a la figure 1.1. Il compoftestats,() =
{0,1,2,3,4}. Il est défini sur un alphabet delettres,> = {a, b}. L'état initial? ¢, est I'état0 et les
états3 et4 sont finaux, F = {3,4}. La fonction de transition est représentée par les arcs reliant les
états. Il s’agit ici d’'un automate non déterministe car il a deux arcs etiquét@artir de I'étad). En
d’autres termesj(0, a) = {1, 2}.

a
f;(/;\@ b @
b
-0
FIG. 1.1:Une représentation de 'automats .

Langage accepté par un automate fini

Définition 1.7 Uneacceptatiord’'une chaine: = a, . ..a; par un automatei, éventuellement non-
déterministe, définit une séquence, éventuellement non uniquetdeétats(q’, ... , ¢') telle que
¢ = q0, ¢' € Fetg* € §(q,a;11), pourd < i < [ 1. Lesl + 1 états sont ditatteintspour
cette acceptation et I'état estutilisé comme état d’acceptatioDe facon similaire, lestransitions,
c’est-a-dire des éléments desont ditesexercéepar cette acceptation.

Par exemple, la séquence des éfatd,0,2,4,2,4) correspond & une acceptation de la chaine
aaabbb dans 'automatet; .

Définition 1.8 Un automated estambigus’il existe au moins une chainepour laquelle il y a plu-
sieurs acceptations. Dans ce cas, I'autombést nécessairement non-déterministe. Un ensemble de
transitions exercées par un ensemble de chaipest I'union des ensembles de transitiensrcées

par une acceptation de chaque chainé déNous dirons que les états associés stigintspar une
acceptation dé.

L'automateA; est ambigu car la chainé peut étre acceptée par les séquences d’'@iats3) et
(0,2,4).

Définition 1.9 Le langage.(A) accepté par un automateest I'ensemble des chaines acceptées par
A. Le langagel est accepté par un automatesi et seulement s’il constitue lansemble régulier
c'est-a-dire qu'il peut étre défini par uegpression réguliere[AU72].

Dans la suite de ce document, un automate signifiera, par défaut, un aufimirettein langage
signifiera, par défaut, un langage&gulier.

Définition 1.10 La différence symétriquél & L2 des langages1 et L2 est définie comme suit :

L1® L2 = (L1U L2)\ (L1N L2).

2. L'état initial est représenté graphiquement parr’@.

3. Les états finaux sont représentés graphiquement@r.
4. Nous supposons le lecteur familier avec les notations utilisées pour spécifier les expressions régulieres [AU72].

INRIA
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Définition 1.11 Un étatq d’un automated estutile s'il existe une chaine de L(A) pour laquelle
I'état ¢ peut étre atteint pour une acceptationud&inon, I'étatg estinutile. Un automatetlaguéne
contient aucun état inutile.

Définition 1.12 L'automateA(L) = (Q, X, 4, qo, F') désigne 'AFD qui posséde le nhombre minimal
d'états pour un langage donné.A(L) est généralement appedétomate déterministe minimal
automate canoniquee L, et peut étre défini comme suit:

Q={L/u|ue Pr(L)},

o = L/,

F={L/u|ueL},

§(L/u,a) = L/ua oUu,ua € Pr(L).

On démontre quel(L) est unique a une permutation prés des indices de ses états [AU72]. Tout au-
tomate déterministe acceptant exactenieat possédant le nombre minimal d’états pour ce langage,
est dondsomorphea A(L). Par la suite, nous parlerons indifféremment de I'automate canonique ou
de I'automate déterministe minimal de

Par exemple, 'automate canonique représenté a la figure 1.2 accepte le langage défini par I'ex-
pression réguliéré = a(aa)*b(bb)*. Il S’agit du langage accepté également par 'automgtee la
figure 1.1. Il n’existe pas d’automates déterministes comportant moins d’états et acceptant ce langage.

b

0 a 1 b G\ b 3
N AN Y

FIG. 1.2: Automate canonique du langade= a(aa)*b(bb)*.

Automates dérivés

Définition 1.13 Pour tout ensembl&, une partitionr est un ensemble de sous-ensembleS,den
vides et disjoints deux a deux, dont I'union €6tSi s désigne un élément d&, B(s, ) désigne
'unique élément, owloc, de = comprenants. Une partitionr; raffing ou est plus fine queune
partitionr; si et seulement si tout bloc de est un bloc der; ou est I'union de plusieurs blocs dg

Définition 1.14 Si A = (Q, %, 6, qo, F') est un automate, 'automate/r = (Q', %, 8, B(qo, ), F")
dérivé deA relativement a la partitionr de (), aussi appelé #utomate quotientd /7, est défini
comme suit:

Q' =Q/m={B(g,7)|q € Q},

F'={BeQ|BNF # ¢},

§:Q' x X —=29:VB,B' € Q',Va € ¥, B € §'(B, a) si et seulement si

dg,¢' € Q,q € B,q' € B'etq € §(q,a).

Nous dirons que les états @eappartenant au méme blétde la partitionr sontfusionnés

Si nous reprenons l'automaté, représenté a la figure 1.1, et que nous définissons la partition
de son ensemble d’'états,= {{0, 1}, {2}, {3,4}}. Lautomate quotient{, /=, obtenu en fusionnant
tous les états appartenant & un méme blog, st représenté a la figure .3

5. Remarquons qu’il ne s’agit pas d’'un automate quotient de I'automate canonique, acceptant le méme langage,
représenté a la figure 1.2.

RR n 3449



10 Pierre Dupont et Laurent Miclet

FIG. 1.3:L’automate quotienti; /7.

1.2.2 Echantillons d’un langage et automates associés

Définition 1.15 Nous désignons par, un sous-ensemble fini, appedéhantillon positif d’un lan-
gage L quelconque. Nous désignons par un sous-ensemble fini, apped¢hantillon négatifdu
langage complémentaibe® < L. Par conséquent, et/ sont des sous-ensembles finis et disjoints
deX™.

Complétude structurelle

Définition 1.16 Un échantillon/, eststructurellement compleelativement a un automateaccep-
tantL, s'il existe une acceptatiodC (1., A) del, telle que:

(1) toute transition del soit exercée.
(2) tout éléement dé’ ('ensemble des états finaux d@ soit utilisé comme état d’acceptation.

Les définitions classiques de la complétude structurelle [FB75a, Mic79, Mic80, Ang82] n’incluent
pas la seconde condition. Nous verrons au paragraphe 1.5.1 qu’elle est cependant nécessaire.

A titre d’exemple, I'échantillon/, = {aaab, ab, abbbbb} est structurellement complet relative-
ment a 'automated; .

Automate Canonique Maximal, Arbre Accepteur des Préfixes et Automate Universel

Soit/; = {us,... ,up} un échantillon positif, ow; = a;; ... a; ), 1 <i < M = |14

Définition 1.17 Nous désignons pav/CA(I,) = (Q, X, 6, q, F) I’automate maximal canonigfie
relatif a 7, [Mic79]. Il est construit comme suit:

¥ est I'alphabet sur lequél, est défini.

Q = {Ui,j|1 S 1 S M, 1 S ] S |UZ'|,’UZ',]' =Q;1 - - .a,-,j} U {)\},

G = A,

F=1I,

(5()\,@) = {ai,1|ai,1 = a, 1 S 7 S M},

(5(’0,',]',0,) = {Ui,j+1|'Uz',j+1 = viyja}, 1< < M, 1<5< |Ujl| & 1.

Par conséquent,(MCA(I;)) = I, et MCA(L,) estle plus grand automate, c'est-a-dire 'automate
ayant le plus grand nombre d’états, pour leglielest structurellement complet. Remarquons que
MC A(1;) est généralement non-déterministe.

6. L'abréviationMCA pour “Maximal Canonical Automaton” provient de la terminologie anglaise. Le qualificatif
canoniquese rapporte ici a un échantillon. Le MCA ne doit pas étre confondu avec I'automate canonique d'un langage
(voir déf. 1.12).

INRIA
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A titre d’exemple, 'automate représenté a la figure 1.4 est 'automate maximal canonique relatif
al'échantillon/, = {a, ab, bab}.

s

00
3a®b@

FIG. 1.4:’automate maximal canonique C A(1, ), avecl; = {a, ab, bab}.

Définition 1.18 Nous désignons paPT A(I,) I'arbre accepteur des préfixésle I, [Ang82]. Il
s’agit de 'automate quotiedt/ C A(1, )/7, ou la partitionr;, est définie comme suit:

B(q,7r,) = B(¢', 7, ) si et seulement §r(q) = Pr(q).

En d'autres termes, |€T A(I,) peut étre obtenu a partir dW C'A(1, ) en fusionnant les états
partageant les mémes préfixes. Remarquons gB& lé(1, ) est déterministé

A titre d’'exemple, 'automate représenté a la figure 1.5 est I'arbre accepteur des préfixes relatif a
I'échantillon’, = {a, ab, bab}.

~-©
FiIG. 1.5:L’arbre accepteur des préfixd3T"'A(1, ), avecl, = {a, ab, bab}.

Définition 1.19 Nous désignons pdf A 'automate universél Il accepte toutes les chaines définies
sur l'alphabety, c’est-a-direL(UA) = X*. Il s’agit donc du plus petit automate pour lequel des
échantillons de-* peuvent étre structurellement complets.

L'automate universel défini sur I'alphabgt= {a, b} est représenté & la figure 1.6.

b

FIG. 1.6:L’automate universel sur l'alphabét = {q, b}.

7. L'abréviationPTA pour “Prefix Tree Acceptor” provient de la terminologie anglaise.

8. Puisque IePT A(I;.) est 'automate déterministe acceptantet comprenant le plus grand nombre d’états, il pour-
rait étre appel@utomate maximal déterministe

9. L'abréviationUA pour “Universal Automaton” provient de la terminologie anglaise.
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1.2.3 Treillis d’automates

Définition 1.20 Nous désignons paP(A) I'ensemble des partitions de I'ensemble des états d’'un
automateA. Soit (7;), ou simplement;, le nombre de blocs de la partition. Supposons que
m = {Bu,..., B, } etm, soient deux éléments d&(A). La partitionr, dérive directement de,

s’il existej etk, compris entrd etr; (j # k), tels que

Ty = {B1; U By} U (m1 \ { Byj, Bk }),
Par conséquent,; = r; < 1.

Cette opération de dérivation définit une relation d’ordre partielHuf). Nous désignons cette
relation par=<. En particulier, nous pouvons écrirg¢ < . Nous désignons également la fermeture
transitive de cette relation pag. En d’autres termes, nous avons< 7, si et seulement st; est
plus fine quer;. Par extension, nous disons gd¢r; estplus fin qued/n; ou, réciproquement, que
A/ dérive deA/;.

Par construction d’un automate quotient, nous pouvons a présent énoncer la propriété d’inclusion
des langages réguliers [FB75a] :

Propriété 1.1 Si un automated/=; dérive d’'un automate!/r;, alors le langage accepte pat/r;
est inclus dans celui accepté pay ;. Formellement, nous avons:

SiA/m < A/mjalors L(A/m;) C L(A/;).

Définition 1.21 L'ensemble des automates partiellement ordonné par la relgtest urntreillis com-
plet complément®, que nous désignons pant(A)[HS66]. Les automated et U A, 'automate
universel, en sont respectivement les éléments nul et universel.

Définition 1.22 La profondeurd’'un automated /= dansLat(A) est donnée par la formul€ < (),
ou N désigne le nombre d’'états de Dés lors, la profondeur de I'automatedansLat(A) est nulle
tandis que la profondeur de 'automate universdl est égale & < 1.

1.3 Objet de lI'inférence

Une définition informelle de #pprentissageest, par exemple, “l'acquisition d’'une capacité a
réaliser une tache”. linduction,ou inférence inductivesonstitue un type particulier d’apprentissage
ou un “raisonnement” sur quelques cas observés est appliqué a un ensemble “plus général” de cas. Une
définition précise de l'induction requiert une caractérisation des généralisations recherchées. Celles-
ci répondent a des critéres formellement établis qui définissent ce qu’est un apprentissage correct ou
réussi.

L'inférence grammaticale est une instance de l'inférence inductive. |l s’agit d'apprendre une gram-
maire qui constitue une représentation possible d’'un langage, a partir d’exemples de ce langage. En
d’autres termes, les cas observés sont ici des exemples, ou chaines, appartenant a un langage inconnu
et la généralisation est le langage complet représenté par la grammaire.

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous inspirons de I'article de Angluin et Smith sur les mé-
thodes d’'inférence inductive [AS83].

10. Untreillis est un ensemble ordond€dans lequel tout couple d’éléments admet un plus petit majorant et un plus
grand minorant.
Un treillis E estcompletsi tout sous-ensemblé’ de E constitue également un treillis.
Un treillis E estcomplément&’il possede un élément nul et un élément universel et si tout élémeatr admet au
moins un complément.

11. L'abréviationLat pour “Lattice" provient de la terminologie anglaise.
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1.3.1 La spécification d’un probleme d’inférence grammaticale

Afin de définir un probleme d’inférence grammaticale, cing points doivent étre spécifiés::

— Laclasse de grammairesinférer. Dans cette partie de notre travail, il s’agit essentiellement de
la classe des grammairgsguliéres? ou d’une de ses sous-classes.

— L'espace d’hypotheseg’est-a-dire 'ensemble des descriptions tel que chaque grammaire de
la classe considérée possede au moins une description dans I'espace. Pour les grammaires ré-
guliéres, il peut s’agir de I'espace dastomatesdesexpressions régulieremu desensembles
réguliers

— Un ensemble d’exempleppur chaque grammaire a inférer et un protocole de présentation
de ces exemples. En patrticulier, nous définissons au paragraphe 1.3.2 les présentations dites
admissibles

— La classe des méthodes d’inférenee considération. Il s’agit en particulier des méthodes
constructives ou heuristiques (voir paragraphe 1.1).

— Les criteres d’une inférence réussie, définis aux paragraphes 1.3.3 et 1.3.4.

Uneméthode d’inférencest alors un processus calculable qui lit des exemples conformément a
une présentation admissible et propose des solutions dans I'espace des hypotheses.

1.3.2 Présentations admissibles

Nous allons a présent définir trois protocoles de présentation d’exemples d’'un langage. Remar-
quons que ces définitions supposent que les langages considérés soient de cardinalité infinie.

Définition 1.23 Uneprésentation positived’un langagel, est une séquence infinie d’exemples, com-
portant au moins une occurrence de chaque élémehbt @& parle également ékemples positifdu
langagel.

Définition 1.24 Uneprésentation négative'un langagé. est une séquence infinie d’exemples com-
portant au moins une occurrence de chaque élémentdel.. On parle indifferemment éxemples
négatifsou decontre-exemplegu langagd..

Définition 1.25 Une présentation completd’'un langageL est une séquence infinie ordonnée de
paires(z,d) deX* x {0, 1}. Tout élément: de X* apparait comme premier argument d’'une paire de
la séquence et = 1 si et seulement st € L, d = 0 sinon.

Un échantillon positif étant un ensemble fini d’éléments d’un langage, nous pouvons considé-
rer une présentation positive comme une séquence infinie d’échantillons positifs inclus et de taille
croissante. Une méthode d’inférence séquentielle lit les exemples présentés un par un et propose
une nouvelle solution dans I'espace d’hypotheses aprés chaque nouvel exemple lu. Notons que telles
gu’elles ont été définies les présentations ne supposent pas d’ordre particulier sur les exemples. Ces
présentations sont dénommeebnissiblesUne présentatiomon admissiblg@ourrait alors étre dé-
finie récursivement de la maniere suivante: toute séquence d’exemples telle que I'exemple suivant

12. Les grammaires réguliéres sont celles qui, par définition, engendrent ou acceptent un langage régulier (voir para-
graphe 1.2).
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présenté contredise nécessairement la solution proposée par la méthode d’inférence, sur base des
exemples déja lus.

Une autre présentation admissible d’exemples d’'un langage gstdsentation par oracleUn
oracle est, par définition, capable de répondre a des questions concernant le langage. Par exemple, la
méthode d’inférence propose un exemple et I'oracle répond guestion d’appartenan¢e’est-a-
dire s’il s’agit ou hon d’un élément du langage. En théorie, cette présentation par oracle est équivalente
a une présentation compléte mais ce type de présentation modifie profondément la conception des
algorithmes d’inférence. En effet, nous ne disposons en pratique que d'un sous-erfgsardhlae
présentation positive ou compléte. L'existence d’'un oracle permet alors de classifier, a la demande,
des exemples n'appartenant pas aux échantillons observés.

1.3.3 Lidentification a la limite

L’ identification a la limitea été proposée par Gold [Gol67]. Il s’agit d'un critere d’inférence
correcte défini par le biais d’'un protocole théorique d’inférence. De nombreux résultats découlent de
ce critére, tant sur la possibilité d’identifier ou non un langage par induction, que de la complexité
calculatoire de ce processus d’identification [Gol78, Pit89]. En outre, ces travaux constituent une
justification de I'utilisation d’échantillons négatifs.

Le protocole d’identification a la limite est défini comme suit. Sditune méthode d’inférence
etS = xy,x9,... Une présentation admissible d’exemples d’un langag€ous notonsS; le sous-
ensemble fini despremiers éléments de. La méthode d’inférence doit proposer une solution dans
I'espace d’hypotheses aprés chaque nouvel exemple luH$6H), I'hypothése proposée par la mé-
thode apres avoir lu les premiers exemples présenteés.

Définition 1.26 La méthode d’inférencé/ identifie a la limitele langagel, s’il existe un indice fini
Jj, tel que

— H(S;) = H(S;), pour tout; > j.
— L(H(S;)) = L.

La premiére condition impose que la méthode converge a partir d’'un indice fini, la seconde qu’elle
converge versine représentation de la solution correcte. Nous appegoirg de convergengaour la
présentatiord, I'indice fini j a partir duquel la convergence est atteinte.

Définition 1.27 Une méthode d’inférenck/ identifie a la limite une classede langages, si/ iden-
tifie a la limite n'importe quel langagk de la class€ pour n'importe quelle présentation admissible
d’exemples dd..

Ces définitions correspondent a ce que nous désignerons par la suite catanigitation exacte
d’un langage ou d’une classe de langages. Nous verrons au paragraphe 1.3.5 que le type de présenta-
tion des exemples influencent les possibilités d’identification.

L'abréviation EX désigne la classe de tous les ensemblede fonctions récursives totafés
telle qu’il existe une méthode d’'inférence qui identifie exactendésdt la limite. Remarquons que
I'ensemble de toutes les fonctions récursives totales ne peut pas étre identifié a la limite [Gol67].

13. Les fonctions récursives totales sont les fonctions entiéres calculables par des Machines de Turing qui s’arrétent
pour toute entrée.
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1.3.4 Autres critéres d’identification

Malgré la popularité du critere d’identification a la limite, de nombreux autres critéres d’identifi-
cation ont été proposés. lIs constituent généralement une relaxation de I'identification exacte. Nous
en présentons quelques-uns ci-apres.

BC-identification

L'appellationBC-identificationprovient de la terminologie anglaise pour “Behaviorally Correct
Identification”. Ce critére n'impose pas que la méthode d’inférence converge vers une seule hypothése
dans I'espace des hypothéses mais, qu’a partir du point de convergence, toutes les hypothéses pro-
posées constituent une description possible de la solution correcte. LaBladsss une sous-classe
stricte de la class€ X [Bar74, CS83].

e-identification

Ce critere d'identification est d0 & Wharton [Wha74]. Il définit une fonction de pondération des
chainesu : ¥* — IR. Chaque chaine de ¥* est affectée d’'upoidsde telle sorte que la somme des
poids vaut I'unité. On définit alors une distant{e.,, L) entre deux langages comme la somme des
poids des chaines dans leur différence symétrique L,. Cette distance définit une métrique sur
I'espace des langages.

Définition 1.28 Pour tout > 0, une méthode d’inférenc¥ =-identifieun langagd., si et seulement
si elle converge vers une grammadrdelle qued(L(G), L) < «.

Un résultat positif de cette théorie est que pour tqua classe de tous les langages définis sur
un alphabet fixé est-identifiable a la limite a partir de présentations positives par une méthode
énumeérative qui produit des grammaires engendrant des langages finis [Wha77].

EXF*-identification

Cette relaxation de l'identification exacte concerne le nombre maxinsalathaliesntre le lan-
gage proposeé apres convergence et le langage correct.

Définition 1.29 Pour tout entier naturel, une méthode d’inférencH identifie a la limite un langage
L avec au plust anomalies, si et seulement si elle converge vers une gramiaitelle que la
différence symétriqué(G) @ L contienne au plus éléments.

L'abréviation EX* désigne la classe de tous les ensembleate fonctions récursives telle gu'il
existe une méthode d’inférence qui identifiea la limite avec au plus anomalies. Par conséquent,
EX" = FX . De fagon similaireF X* désigne la classe de tous les ensembilele fonctions récur-
sives telle gu'il existe une méthode d’inférence qui identifia la limite avec un nombre fini d’ano-
malies. Case et Smith ont montré gi&°, EX!, EX?, ... estune hiérarchie stricte dont I'union est
strictement inclue dans X* [CS83].
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1.3.5 Influence du type de présentations

Nous étudions dans ce paragraphe l'effet des différents types de présentation sur les possibilités
d’identification exacte d’'un langage [Gol67].

Définition 1.30 Une classesuperfiniede langages est une classe qui contient tous les langages de
cardinalité finie et au moins un langage de cardinalité infinie.

Propriété 1.2 Aucune classe superfinie de langages n’est identifiable a la limite a partir de présen-
tations positives [Gol67].

Cette propriété implique en particulier que la classe des langages réguliers n’est pas identifiable a
la limite a partir de présentations positives.

Propriété 1.3 Toute classe énumérable de langages récursifs est identifiable a la limite a partir de
présentations completes [Gol67].

Cette classe inclut la classe des langages sensibles au contexte et donc également celle des lan-
gages réguliers. Ce résultat justifie I'utilisation d’échantillons négatifs car il assure que, pour peu que
les échantillons soient suffisamment grands, une identification exacte de n’importe quel langage ré-
gulier est possible. Remarquons cependant que l'identification exacte a une complexité calculatoire
non-polynomiale. Cette question sera étudiée plus en détail au paragraphe 1.4.

1.3.6 Identification par utilisation de questions d’équivalence

Angluin a proposé un autre protocole théorique d'identification d’'un landager base d’'une
présentation par oracle. A chaque étape, la méthode d’inférence propose une hyfiajbésst une
description possible d’'un langage, désigné pa# ). Une question d’équivalencest alors posée a
l'oracle: siL(H) = L, l'oracle répond “oui” et I'identification est atteinte, sinon I'oracle propose un
contre-exemple, c’est-a-dire un élément/dé’) & L [Ang87].

Les résultats sur la complexité de I'identification par oracle avec questions d’équivalence ou d’ap-
partenance sont présentés dans [Pit89]. Nous ne développerons pas plus ces résultats, étant donné leur
limitation qui consiste a disposer, en pratique, d’'un oracle.

1.3.7 Identification stochastique

Un langagestochastiquest un langagé., muni d’une distribution de probabilit® sur ses élé-
ments [FB75b, GT78]. Lespace d’hypotheses d’'un probleme d’inférence stochastique est générale-
ment la classe degrammaires stochastiquesine présentation stochastiguelative a un langage
stochastiqud., est une séquence infinie d’exemples qui sont supposés avoir été générés conformé-
ment a la probabilité attribuée a ses éléments. Ce type de présentation ne comporte donc pas de
contre-exemples explicites. Dans cette partie de notre expos€, nous ne détaillerons pas l'inférence
d’'une grammaire stochastique. Signalons simplement qu’elle répond a des criteres d’identification
qui lui sont propres. Angluin a démontré que, pour une distribution de probabilgéelconque,
si 'on désire garantir I'identification avec une probabilité 1, le probléme se réduit a un probleme
d’identification classique [Ang88]. Par contre, elle démontre que si I'on se restreint & des distributions
rationnelles* l'identification exacte peut étre obtenue, avec probabilité 1, a partir d’'une présentation

14. Plus précisément, Angluin démontre que I'on peut identifier a la limite des distributions supposées provenir d’'une
séquence de distributions approximables par des fonctions rationnelles [Ang88].
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stochastique. En particulier, Horning montre que les langages engendrables par les grammaires hors-
contexte stochastiques, dont les régles sont munies de probabilités rationnelles, peuvent étre identifiés
a la limite, avec une probabilité 1, a partir d’'une présentation stochastique [Hor69].

1.3.8 Identification-PAC

Valiant a introduit la notion d’apprentissage PAC, pguobablement approximativement cor-
rect [Val84]. Dans le cas particulier de I'apprentissage d’automates détermifijdtedentification-
PAC peut étre définie comme stfit

Définition 1.31 Les AFDs sont PAC-identifiables si et seulement s’il existe un algoritAr{@&ven-
tuellement aléatoire) tel que, pour taut- 0, 6 > 0, pour tout AFDM de taillen, pour tout entier
naturelm et pour toute distribution de probabilif¢ définie sur les chaines d& de longueur au plus
égale am, si A recoit en entrée des exemples classifiés relativema@ifitet générés aléatoirement
conformément a la distributioR, alors A produit un AFDAM' tel que, avec une probabilité au moins
égale al <9, la probabilité de 'ensemble des chaines de la différence syméttique & L(M’) est
au plus égale a. La complexité temporelle d& doit étre polynomiale en fonction de m, %, %, et
|| [Pit89].

Il s’agit donc d’'une relaxation de I'identification exacte, dans un double sens. D’une part, I'iden-
tification ne doit étre garantie qu’avec une probabilité bornéd pab et, d’autre part, un ensemble
de chaines peuvent étre mal classifiées pour peu que la probabilité de 'ensemble de ces chaines,
conformément a la distributioP, soit bornée par. Par contre, le résultat doit étre valable pour toute
distributionD.

Ce cadre théorique est encore en plein développement. Remarguons que les résultats actuels sont
plutét négatifs [PW89]. Par ailleurs, les AFDs sont PAC-identifiables sur base d’'une présentation par
oracle et questions d’appartenance [Nat91].

1.4 Complexité calculatoire de I'identification d’un automate

Pitt a proposé un excellent article de synthése sur la complexité calculatoire de l'inférence induc-
tive des automates [Pit89]. Nous ne détaillerons pas ces aspects ici mais nous présentons quelques
résultats qui devraient clarifier la complexité théorique et pratique de l'inférence d’'un AFD a partir
d’échantillons positif , et négatifl .

Le probléme dyplus petit AFD compatiblest défini comme suit. Il s’agit de trouver un AED

tel que:

- L(A) 2 I,

- LA)NI_ =0,

— A est un AFD comportant le nombre minimal d’états.

Nous pouvons énoncer les principaux résultats théoriques négatifs :

— Le probléme du plus petit AFD compatible est NP-difficile [Ang78, Gol78].

15. La taille d’'un automate déterministe est généralement définie comme son nombre d’états.
16. La définition présentée dans [Nat91] ne requiert pas la complexité polynomiale évoquée dans la définition de Pitt.
Néanmoins, on s'intéresse, en pratique, aux algorithmes de complexité polynomiale.
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— SiP # NP, il nexiste pas d’algorithme polynomial d’approximation qui garantirait de pro-
duire un AFD compatible dont la taille serait bornée par un quelconque polynédme en fonction
de la taille de la solution optimale [PW89].

— L'inférence approchée d’automates a partir d’'un sous-ensemble fini quelconque d’une pré-
sentation compléte est NP-difficile si un adversaire choisit la machine a identifier et les don-
nées [KV89].

Par ailleurs, Trakhtenbrot et Barzdin proposent un algorithme par ftisibétats de complexité
O(mn?) [TB73] pour construire le plus petit AFD compatible avec un échantitlmmplet oum est
la taille duPT A(1,) etn la taille de 'AFD cible, c’est-a-dire 'automate a identifier. Cet échantillon
complet est constitué de toutes les chaines dae longueur au plus égal achacune étant étiquetée
comme exemple positif ou négatif. La longuédépend de certaines caractéristigifete I'automate
cible. Elle est au plus égale2a <1 [TB73]. Dans le pire des cas, la taille d'un échantillon complet
croit donc exponentiellement avec la taille de 'automate cible. De plus, Angluin a démontré que,
dans le pire des cas, l'identification exacte est impossible des qu’une fraction arbitrairement petite de
I’échantillon complet est manquante [Ang78].

Malgré les résultats négatifs énoncés, la complexité calculatoire semble étre meitleusgenne
Pour des AFDs générés aléatoirement conformément a une distribution de probabilité prédéfinie, la
valeur estimée de la taille d’un échantillon complet est [TB73]:

S |compter = (|IZ[*n logy(n &1)) /(|1E] 1)

ouC ne dépend que d&|.

La valeur estimée de la taille d’'un échantillon complet pourrait suggérer que l'identification exacte
d’AFDs est en moyenne envisageable, du moins pour des alphabets restreints. Cependant, il n’y a au-
cune garantie de disposer, en pratique, d’un échantillon complet, quelqu’en soit la taille. Seule la
disponibilité de donnéeéparsespeut étre supposée. Dans ce cadre, Lang a montré expérimentale-
ment [Lan92] qu’une identification quasi-exacte peut étre obtenue en n’utilisant qu’une faible frac-
tion (aléatoirement générée) d’'un échantillon complet. De plus, les résultats de Lang montrent que
cette fraction décroit, en proportion, avec la croissance de la taille de 'automate cible.

L'algorithme polynomial proposé par Lang [Lan92], et indépendamment par OstcahdOG92],
est similaire a celui proposé par Trakhtenketdl. [TB73]. Cet algorithme sera présenté plus en détail
au paragraphe 2.2.2 et au chapitre 3.

1.5 Espace de recherche

Nous pouvons définir I'inférence réguliere comme la recherche d’'un autofriatsnnu a partir
duquel un échantillon positif, est supposé avoir été généré. Moyennant I'hypothése supplémentaire
de complétude structurelle de relativement a I'automatd, nous pouvons considérer ce probleme
comme la recherche a travers un treillis construit sur la bade d€ette propriété résulte de deux
théoremes partiellement démontrés, respectivement dans [Mic79] et [Ang82], que nous avons revus
dans [DMV94]. En particulier, nous montrons la nécessité de la seconde condition de la complétude
structurelle de I'échantillor, (voir définition 1.16).

17. Ce type d’algorithme sera exposé aux paragraphes 2.1 et 2.2
18. Ces caractéristiques sontlegré de distingabilitéle 'automate et sprofondeurdans le sens défini dans [TB73].
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1.5.1 Théoremes fondamentaux

Théoreme 1.1 Soit/, un échantillon positif d’'un quelconque langage régulieet soitA n’importe
quel automate acceptant exacteméntSi [, est structurellement complet relativement alors A
appartient aLat(MCA(1,)).

Preuve:

Nous allons construire [&/C A(1,, ) a partir d’'une acceptation de par A. Cette construction définit
une partitionr telle queA soit isomorphe a

MCA(I)/m.

Soit I = {uy,...,up}, OO = ajy...a;, 1 < i < M, un échantillon positif structurel-
lement complet relativement A. L'acceptationAC(I,, A) définit pour chaque chaing une sé-
quence(q’’,... ¢! de |u;| + 1 états, ot = qo,, ;! € Fy ety € 64(¢', aiji),
1<i<M,0<j<|ulel.

Nous commencons la construction du MCA en considérant son état igjtial, avec la définition
¢ = qoyes, 1 < i < M.Chaque fois qu’'une transition deest exercée, nous ajoutons un nouvel
état dan€) ;¢4 et nous adaptons la fonction de transitigpn- 4 comme suit:

i,j+1 1] i,j+1 (]
;" € da(q; 7ai,j+1) < qyrca € 5MCA(qMCAaai,j+1)a

pourl <i < M,0<j < |uy|el.
De plus, nous construisons 'ensemble des états d’accepiation comme suit :

Fuea={gyjon, 1 <i < M}
Nous définissons également une fonctjoqui fait correspondre les états diC' A a ceux deA :
0 Quca = Qato(dyica) = qa, lorsquegs = ¢, 1 <i < M,0 < j < |uy.
Finalement, nous définissons la partitecomme suit :

B(Qé\/[CAa T) = B(ql&cm T) & @(Q§\40A) = ¢(Q§JCA)-

La définition méme de la partitianimplique queA soitisomorphe &/C A /=, puisque la complétude
structurelle dd . implique quedyca/- COrresponde exactemend & La seconde condition requise
par la complétude structurelle de impose que

Par conséquentyca = {qmcale(qmca) N Fa # ¢} et Faycayx CcOrrespond exactementa. O

FiG. 1.7:L'automateA etle MC A(I,), avecl; = {ab}.

En guise d'illustration de la derniere partie de cette démonstration, nous considérons I'exemple
suivant. Conformément a la définition 1.16, I'échantillon= {ab} n’est pas structurellement com-
plet relativement a I'automate de la figure 1.7, oy, etq¢, sont des états d’acceptation. Pour cette
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raison, 'automatel ne peut pas étre dérivé ddC A(I, ), et évidemment pas non plus 80" A(7, ).
En effet, il n’est pas possible de définir une partitiode I'ensemble des état,; 4 telle queA cor-
responde d/CA(I,)/m avecq; € Fyca/-. Au contraire, I'échantillo{ab, a} est structurellement
complet relativement a I'automaté qui peut donc étre dérivé dW C A, ou duPT A, associés a cet
échantillon.

Théoréme 1.2 Soit1, un échantillon positif d'un quelconque langage régulieet soitA(L) I'au-
tomatecanoniqueacceptantL. Si I, est structurellement complet relativementiél.) alors A(L)
appartient aLat(PT A(I,)).

Preuve:

Nous pouvons faire appel au raisonnement utilisé dans la preuve du théoreme 1.1, a I'exception de
I'acceptation del, par A(L) qui, a présent, est unique puisqu¢L) est déterministe. De fagon
similaire, chaque entrée de la fonction de transitioPdUA (1, ) contient au plus un élément, puisque

le PT'A(I,) est déterministe]

Théoreme 1.3 Soit A I'ensemble des automates relativement auxquels un échantillon pgosést
structurellement complet. L'ensembleestLat(MCA(L,)).

Preuve:

(1) SiI, est structurellement complet relativement & un automat@lors A € Lat(MCA(L,)).

Il s’agit exactement du théoreme 1.1.

(2) Si un automate! appartientalL.at(MCA(1,)) alors, est structurellement complet relativement
a A [FB75al.

Par construction], est structurellement complet relativementidd@' A(1, ). Puisque n'importe quel
automate appartenantat(MCA(1,)) peut étre dérivé do/C A(1, ) pour une certaine partition,

le résultat est une conséquence directe de la définition 1.14 d’'un automate quobtient.

1.5.2 Propriétés de I'espace de recherche

Grace aux résultats présentés au paragraphe 1.5.1, nous savons que si hous disposons d’un échan-
tillon positif 7, d’'un langage inconnd et si nous supposons que est structurellement complet
relativement a un automate inconduacceptant exactement alors nous pouvons dériver pour
une certaine partitiom de I'ensemble des états dduC' A(1, ). Nous pouvons dés lors considérer
I'inférence réguliere comme un probleme de recherche, dans un treillis, de la partition

Signalons, tout d’abord, que le théoreme 1.1 est plus général que le théoreme 1.2. En effet, le
premier suppose seulement la complétude structurelle delativement a un quelconque automate
acceptant un langage et non nécessairement relativement a I'automate canoffiged.. De plus,
nous pouvons énoncer la propriété d’inclusion des treillis:

Propriété 1.4 Lat(PTA(1;)) C Lat(MCA(I)).

Cette propriété découle directement de la définition 1.18Hu (7, ) qui est un automate quotient
du MCA(L;). Comme le treillisLat(PT A(1,)) est généralemenstrictemeninclus dans le treillis
Lat(MCA(I)), rechercher une solution dahst(PT A(1,)) au lieu deLat(MC A(1L,)) permet de
considérer un espace de recherche plus restreint.

19. Un échantillon structurellement complet relativemeA{ &) est parfois appeléeprésentatif poul, [Mug84].
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La taille de I'espace de recherche est le nombre de partitffi€)| d’'un ensemble & éléments
ou N est ici le nombre d’états de I'elément nul du treillis, c’est-a-d¥EA (1) ou MCA(I,). Ce
nombre peut étre calculé par la formule suivante:

PV)| = SN, )

ou .S (N, 1) désigne le nombre de partitions comportablocs d’'un ensemble & élementsS(V, i)
est le nombre de Stirling de deuxieme espéce qui est donné par I'application de la formule de récur-
rence [DB62]:
S(N,1)=1,N >1,
S(N,i) =0,sii> N,
S(N,i)=1i-S(N <1,i) + S(N <1,i<1), pour2 <i < N.
A titre d’exemple|P(30)| = 8.5 x 10%3.

Nous détaillons dans la suite de ce paragraphe d’autres propriétés des treillis, que nous avons éta-
blies [DMV94]. La premiére caractéristique importante est que chaque élément des treillis correspond
a un automate particulier mais que beaucoup d’automates différents peuvent représenter, c’est-a-dire
accepter, le méme langage. Donc, nous pourrions envisager de restreindre la recherche a des auto-
mates déterministes. Cependant, nous avons la propriété suivante:

Propriété 1.5 Il existe des échantillons positifs pour lesquels certains langages ne sont représen-
tés que par des AFNs dafst(MCA(1,)).

Notons que cette propriété s’applique également@PT A(1,)) en conséquence de l'inclusion des
treillis (propriété 1.4).

FIG. 1.8:AFN(Ly), A(L,) et MCA(I,), avecL, = (ba*a)* etl; = {baa}.

Considérons l'automate non-déterministe de la figure 1.8. Il accepte le langadgfini par I'ex-
pression réguliéréa*a)*. L'échantillon, = {baa} est structurellement complet relativement a cet
automate. Cependant, cet échantillon n’est pas structurellement complet relativement a I'automate
déterministe minimal (définition 1.12) du méme langage et donc relativement a aucun automate dé-
terministe acceptant le langade. Par conséquent, nous ne pouvons pas identifier le lanbage

nous restreignons la recherche a des automates déterministes.

Propriété 1.6 Il existe des échantillons positifs pour lesquels I'ensemble des langages qui peuvent
étre identifiés dand.at(PT A(I,)) est strictement inclus dans I'ensemble des langages qui peuvent
étre identifiés dans

Lat(MCA(L)).

Par la propriété 1.4 d’inclusion des treillis, nous savons que I'ensemble des automates qui peuvent
étre dérivés da/C A(I,) inclut 'ensemble de ceux qui peuvent étre dérivésPdeA (7, ). La pro-

priété 1.6 résulte du fait que, d’'une part, cette inclusion peut étre stricte et que, d’autre part, les au-
tomates qui appartiennent’at(M C A(I,)) sans appartenir Aat(PT A(I,)) n'ont pas d’automate
équivalent, c’'est-a-dire n'importe quel automate acceptant le méme langagé,«déR% A(1,)).
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Considérons le langade, = (ba + b(aa)*), qui peut étre représenté par 'automate non-détermi-
niste AF'N(L,) de la figure 1.10 et par son automate canonig(k,). Supposons que I'échantillon
positif I, soit{ba,baa}. Le MCA(I,) etle PT A(I,) sontreprésentés a la figure 1.9. Nous pouvons
clairement dérived F'N (L,) a partir duM C A(I;) et non duPT A(I,). Cela provient du fait que
les étatsy; etq, du M C A, respectivemenys et ¢4, sont fusionnés dans IBT'A. De plus, puisque
I, est structurellement complet relativement A N (L,) mais pas relativement.d(L,), ce dernier
automate ne peut étre dérivé 8’ A ni aucun automate déterministe acceptant le méme langage.

090

FiIGc. 1.9:MCA(I,) et PTA(Il,), avecl = {ba,baa}.

FIG. 1.10:AFN(Ly) et A(Ls), avecLy = (ba + b(aa)*).

1.6 Ensemble frontiere

Supposons que nous disposions d’un échantillon négatif du langage intobans ce cas, nous
savons que nous pouvons, en principe, identifier au moins n'importe quel langage régulier (voir para-
graphe 1.3.5). L'inférence peut étre alors considérée comme la découverte d’'un automate compatible
avec les échantillons positif et négatif (voir paragraphe 1.4). Rappelons que cela consiste a chercher
un automated tel quel, C L(A) et/_ N L(A) = ¢. Il existe un grand nombre d’automates compa-
tibles appartenant Aat(MCA(I,)) et, en particulier, lel/C'A(1) satisfait ces conditions mais ne
généralise pas I'’échantillon positif. Par conséquent, nous pouvons chercher une solution plus générale
sous le contrdle de I'échantillon négatif.

Si nous choisissons la simplicité de I'automate inféré comme critére de généralité et que nous
restreignons la recherche a des automates déterministes, la solution cherchée est alors 'AFD com-
patible comportant le nombre minimal d’états. Il s’agit du probleme du plus petit AFD compatible,
déja évoqué au paragraphe 1.4. Nous avons vu qu'’il n’existe pas d’algorithme polynomial résolvant
ce probleme dans tous les cas mais qu'il existe un algorithme polynomial qui permet, en général, de
trouver une solution quasi-exacte. Nous donnerons un apergu de cet algorithme au paragraphe 2.2.2.
Deux autres algorithmes seront abordés aux paragraphes 2.2.1 et 2.2.3. Afin de comparer ces trois al-
gorithmes et d’étudier le probleme du plus petit AFD compatible, nous poursuivons la caractérisation
de I'espace de recherche introduite au paragraphe 1.5.

La notion d’ensemble frontiere [MdG94] a été proposée, dans le domaine de l'inférence gramma-
ticale, par Miclet. Cet ensemble constitue la limite de la généralisation possible a partir de I'échan-
tillon positif sous contrdle de I'échantillon négatif. En ce sens, I'ensemble frontiere est 'ensemble des
généralisations les plus généralesnformément a la terminologie propre a I'étude dsjiace des
versions[Mit78, Nic93]. Cet espace est, dans notre cas, 'ensemble de tous les automates quotient du
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MCA(I,) et compatibles aveLt_. Notons que I'ensemble dge&néralisations les plus spécifiquses
réduit, dand.at(MCA(I,)), auMCA(1,).

Nous avons étudié dans [DMV94] quelques-unes des propriétés de I'ensemble frontiere que nous
rappelons ci-apres.

Définition 1.32 U@ntichaTneA—S dans un treillis d'automates est un ensemble d’automates tel que
chague élément déS n’est relié par la relatiok avec aucun autre élément dé'.

Définition 1.33 Nous disons qu’un automateesta une profondeur maximat#ans un treillis d’au-
tomates s'il n’existe pas, dans ce treillis, d’automatedifférent deA, tel queA’ puisse étre dérivé
deAettelqueL(A)NI_ = ¢.

Définition 1.34 L’ ensemble frontie® BSy;ca(I,, I ) est 'antichaine dont chaque élément est a
une profondeur maximale dadst(MCA(L,)).

Définition 1.35 L’ ensemble frontiér&Spr4 (1, I_) est I'antichaine dont chaque élément est & une
profondeur maximale danfsat(PT A(I,)).

Par conséquent, 'ensemble frontiére d’un treillis est I'antichaine des automates les plus géné-
raux sous le contréle de I'échantillon négatif. Le probléme du plus petit AFD compatible consiste a
découvrir le plus petit AFD appartenant a I'ensemble fronfre

Propriété 1.7 BSpra(ly,1-) € BSuca(ls,12).
Il s’agit d’'une conséquence directe de l'inclusion des treillis (propriété 1.4).
Propriété 1.8 Plusieurs langages distincts peuvent étre représentés8ang 4 (1, ).

Cette propriété résulte du fait que la relation d’ordre partiel introduite au paragraphe 1.2.3 s’ap-
plique aux automates et non aux langages.

Propriété 1.9 Il peut exister des AFNs appartenantzt,;c4(/., I ) contenant moins d’états que
le plus petit AFD compatible.

Par exemple, ce cas se présente lorsque le plus petit AFD compatible correspond a un langage qui
peut étre représenté, dans le treillis considéré, par un AFN comportant moins d’états.

Propriété 1.10 Tous les AFDs appartenant/aS,,c4 (1, I ) sont nécessairement minimaux pour le
langage qu’ils acceptent.

20. L'abréviationBS pour “Border Set" provient de la terminologie anglaise.

21. On pourrait également introduire une notioersemble frontiére déterministgest-a-dire constitué uniguement
d’AFDs. Au sens strict, un ensemble frontiere déterminiBify peut étre distinct d'une restriction a des automates
déterministes d'un ensemble frontiére quelconfu® . En effet,B.S; peutinclure des AFDs dont on pourrait dériver des
AFNs compatibles. Ces AFDs n’appartiendraient donc pas a la restriction déterminixfs.de
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Remarquons que la méme propriété s’appliqu&Ser4 (I, I_) comme conséquence de la pro-
priété 1.7.
Preuve:
Soit A un AFD acceptant le langage et compatible aveé, et I . Supposons qud ne soit pas
isomorphe & l'automate canoniquéL). Nous pouvons construire la partitiande I'ensemble des
états ded de telle sorte quel /7 soit obtenu & partir dd en fusionnant les états partageant les mémes
ensembles de finales. Par constructidpir = A(L). Donc,A < A(L) et A ne se trouve pas a une
profondeur maximale. Finalement, quoi qu'il en soit de 'appartenancg d¢a BSyca(14, 1), A
ne peut en étre un élémentl
Cette propriété établit qu’'un automate déterministe non minimal ne peut pas appartenir a 'ensemble
frontiere BSyca(I,,1_). Par ailleurs, il existe des automates canoniques qui n’appartiennent pas
a BSyca(ly,1-). En effet, tous les automates canoniques du treillis ne sont pas nécessairement
compatibles avef  et, par ailleurs, il est parfois possible de dériver a partir d’'un automate canonique
un autre automate compatible.

1.7 Inférence réguliere par recherche déterministe

Le théoréeme 1.2 stipule que nous pouvons identifier n’importe quel langage régudierdé-
couvrant 'automate canoniqué(LZ) comme automate quotient do7"A(7,). Rappelons que cela
nécessite la complétude structurellelderelativement a 'automatd (L) recherché. Sous cette hy-
pothése, nous pouvons explorer le treillist(PT A(I)). Le PT A(I,) et 'automate cible sont dé-
terministes. Néanmoins, certains automates construits au cours de la reched¢li¢ deuvent étre
non déterministes. La possibilité de restreindre la recherche a des automates déterministes est basée
sur le théoreme 1.4.

Théoréme 1.4 Soit, un échantillon positif d'un quelconque langage régulieet soitA(L) I'au-
tomate canonique acceptaht Si 7, est structurellement complet relativement &) alors il existe
une séquence d’AFDs telle que

PTA(L,) = PTA(I,)/my < PTA(L,)/m < ... < PTA(L,)/m, = A(L)

Preuve:

Le théoreme 1.2 nous assure que la partitiprexiste, ave® < n < |Qprar,)| < 1. Nous allons
démontrer qu'il existe une séquence de partitions< ... < 7, telle que chaque automate quotient
associé soit déterministe. Par hypothd¥€A(7, )/, estun AFD. Nous allons démontrer par récur-
rence que sPTA(I,)/r; estun AFD, poub < j < n, alors il existe une partition;_;, telle que
-1 < T etPTA([+)/7Tj_1 est un AFD.

Nous considérons legj) blocs de la partitionr; = {B, ..., B,(;} . Chaque bloc recoit I'indice de
son état de rang minimal conformément a I'ordre standard des étdtg'elf/, ). Par conséquent,
B, < ... < B,(jy- Nous désignons parl'indice, compris entrd etr(;j), du premier bloc comportant
au moins2 états, aved; = {q¢}, ..., ¢;}. Les états de chaque bloc, en particulier ceux du tipc
sont également triés par ordre standafi« ... < ¢}. La partitionm;_; est alors obtenue a partir de
la partitionr; par la formule suivante :

mi—1 = T \By U{qp} U Bi\q}

Par constructionz;_; < ;.
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Supposons qu&T A(1,)/m;—; soit non déterministe alors queT"'A(1,)/x; est déterministe (par
hypothese de récurrence). Tous les blocs de rang inférieap&respondent nécessairement a un seul
état duPT A(I,). Cela implique qu'il existe un étatdu PT A(I, ), avecqg < q7, et une lettrez € %,

tels quedq’ € By\q) avecq' etq) tous les deux: -successeurs de Dans ce ca®T A(1, ) serait non
déterministe, ce qui est faux. Dofd"A(7)/m;_ est un automate déterministe.

Corolaire 1.1 Tout AFDA € Lat(PTA(I,)) peut étre obtenu par fusions successives en suivant
une certaine séquence d’AFDs quotient®iA(1, ).

Nous pouvons nous demander s'il existe un théoréme dual du théoreme 1.4 qui consisterait a
trouver une séquence d’automates déterministes entre un automate déterministe quelconque dans
Lat(PTA(I)) et 'automate universel. Il n’en est rien. En guise de contre-exemple, a partir de
I'échantillon I, = {aaa} nous pouvons obtenir IET A(I,), les automatesi,, A,, A3, Ay, A5 et
l'automate universel/ A représentés a la figure 1.11. Ces 7 automates sont déterministes mais toute
fusion d’états de I'automatd; introduit un non déterminisme. Il n’existe donc pas de séquence
d’automates déterministes et quotientAlequi ménerait &/ A. Cela nous améne a conclure que la
restriction du treillisLat(PT A(I,)) aux automates déterministes estsup demi-treillisdont I'élé-
ment nul est lePT A(I,). Nous avons représenté a la figure 1.11 le sup demi-treillis de I'exemple
évoqué.

/A a /7 a /7N a
OO prau,

N l ¢
—()_ 7 =0 —O ©
A Ay Az

N

e
a
a
As

FIG. 1.11:Sup demi-treillis des AFDs datsit(PT A(1y)), pourl, = {aaa}.
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Nous pouvons contraindre les algorithmes de recherche heuristiques, en particulier BRIG, a n’ex-
plorer que le sup demi-treillis déterministe. Notons que cette contrainte peut étre appliquée par une
inspection efficace de la table de transition en utilisant des structures d’ensembles disjoints [CLR90].

INRIA



Inférence grammaticale réguliére : fondements théoriques et principaux algorithmes 27

Chapitre 2

Algorithmes d’inférence réguliere

De nombreux algorithmes d’inférence ont été développés. Certains@ustructifsou caracté-
risablesdans le sens qu'ils identifieavec certituda’importe quel langage appartenant a gtasse
définie Nous qualifions les autres d’algorithmiesuristiquessoit parce qu'ils n’identifient pas avec
certitude n'importe quel langage d’une classe définie, soit parce qu'il n’existe pas de caractérisation
de la classe de langages qu’ils peuvent identifier. Ces algorithmes utilisbrdisi’apprentissage
ou heuristique pour guider la généralisation effectuée a partir des données.

La majorité des algorithmes d’inférence réguliére n’utilisent que des échantillons positifs. La
plupart de ces algorithmes sont décrits dans les articles de synthése [BF72, AS83, Mic90, Gre94].
Nous présentons au paragraphe 2.1 quelques algorithmes constructifs ou heuristiques, qui utilisent ce
type de données.

Si nous disposons également d’'un échantillon négatif, I'inférence peut consister a comstruire
plus petit automate compatibéerec les échantillons positif et négatif. Nous avons étudié le cadre for-
mel de ce probléme au paragraphe 1.6. Nous comparons au paragraphe 2.2 trois méthodes d’inférence
avec échantillon négatif.

Nous terminons ce chapitre par I'exposé d’une technique originale d’inférence semi-incrémentale.

Il s’agit d’'une technique heuristique ayant pour objet de réduire la complexité pratique d’'une inférence
sous contrdle d’'un échantillon négatif. Elle est détaillée au paragraphe 2.3.

2.1 Inférence sans échantillon négatif

Etant donné un échantillon positlf. d’'un langage régulief., nous avons a définir le critere
qui guidera la recherche d’'un automateacceptant.. En particulier, leM C A(1,) et le PT A(I;)
acceptent tous deux I'échantillon positif. Cependant, ils n’acceptent aucune autre phrase du langage
L et, donc, ne généralisent pas I'information contenue dans les données d’apprentissage.

Nous savons, par la propriété 1.1, que n’'importe quel automate dérivé(dd (7, ) accepte un
langage incluanf. . En ce sens, n'importe quel automate appartenanitd)/C A(I,)) constitue
une généralisation possible de I'échantillon positif. Conformément au résultat de Gold présenté au
paragraphe 1.3.5, nous savons qu'il n’est pas possible d’identifier la classe entiere des langages régu-
liers a partir d’'un échantillon positif seulement. En particulier, aucun exemple positif ne peut éviter
une sur-généralisation éventuelle de I'inférence. En d’autres termes, si une solution proposée par un
algorithme d’inférence correspond a un langage incluant strictement le langage a identifier, aucun
exemple positif ne peut contredire cette solution.
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Pour éviter le risque de sur-généralisation, deux approches sont classiquement utilisées. La pre-
miere possibilité consiste a rechercher la solution dans une sous-classe particuliere des langages ré-
gulierst; il s'agit alors d’'une méthode caractérisable. La seconde possibilité consiste a utiliser une
information a priori pour guider la généralisation recherchée, le propre des méthodes heuristiques.

L'algorithme k-TSSP, détaillé au paragraphe 2.1.1, permet d’inférer les langagésstables
au sens stric{GV90]. Bien que la “méthode du successeur” [RV84] soit généralement présentée
comme une méthode heuristique, Garcia et Vidal ont démontré gu’elle identifaéEyes locaux
encore appeldangages 2-testables au sens stfi8vVC87]. Elle peut donc étre considérée comme un
cas particulier de I'algorithme k-TSSI. Un autre exemple, est I'algorithme d’inférence d’un langage
appartenant a la classe des langdgesversiblesprésenté au paragraphe 2.1.2.

Les deux algorithmes précédents identifient a la limite, pofixé, une sous-classe définie des
langages réguliers. lls sont donc caractérisables. Nous présentons ensuite deux techniques d’infé-
rence heuristiques. L'algorithme MG&ldécrit au paragraphe 2.1.3, constitue une autre extension
de la méthode du successeur. L'identification de la classe entiere des langages réguliers est possible
grace a l'introduction d’une heuristique d’apprentissage, en I'occurrence le choibgphisme
Enfin, 'algorithme ECGt, décrit au paragraphe 2.1.4, est une technique d’inférence d’automates sans
cycles, c’est-a-dire acceptant la sous-classe des langages finis, qui repose sur une analyse corrective.

2.1.1 Lalgorithme k-TSSI

De facon informelle, utangage k-testable au sens stregt défini par un ensemble fini de sous-
chaines de longue#rqui ne peuvent apparaitre dans les chaines du laAgagelasse k-TSS désigne
I'ensemble des langages k-testables au sens strict ko

Définition 2.1 Soit Z;, = (%, I, F}., T}) un quadruplet, ol est un alphabet finif, F}, C Uf;f Y
deux ensembles, constitués de chaines de longueur strictement inférfieappalés respectivement,
segments initiauet finaux,et 7, C ©* un ensemble deegments interditgonstitués de chaines de
longueurk. Un langage k-testable au sens strict est défini par I'expression réguliere suivante :

U(Zy) = (I,S%) N (S F) < (ST, 5F)

Les chaines d§ Z;) sont donc définies comme commencant par un segment initial, se terminant
par un segment final et ne comportant aucun segment interdit de longueappellation k-testable
provient du fait qu'il suffit d’analyser les chaines avec une fenétre de longugour définir I'ap-
partenance ou non au langag#; ). En particulier, la classe 2-TSS est aussi appelée la classe des
langages locawdar ailleurs, la classe LTSS dasgages localement testables au sens sthisigne
la classe de tous les langages k-TSS, goguelconqgue et la classe k-T des langageestableslé-
signe les langages obtenus par fermeture booléenne de langages k-testables au sens strict. Il n’existe
pas, a I'heure actuelle, d’algorithme d’inférence a partir d’échantillon positif ni pour la classe LTSS,
ni pour la classe k-T [VCG93].

1. Cette sous-classe sera nécessairement non superfinie.

2. L'abréviationk-TSSI provient de la terminologie anglaise pour “k-Testable (languages) in the Strict Sense Inferen-
ce”.

3. L'abréviationMGGI provient de la terminologie anglaise pour “Morphic Generator Grammatical Inference”.

4. 'abréviationECGI provient de la terminologie anglaise pour “Error Correcting Grammatical Inference”.

5. Nous désignons pat* I'ensemble des chaines de longugutéfinies sur 'alphabet.
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FIG. 2.1:Exemple d’exécution de l'algorithme k-TSSI.

Nous présentons ci-dessous I'algorithme k-TSSI qui permet, pdixe a priori, d’'identifier le
plus petit langage appartenant a k-TSS et contenant un échantillon pogi@#/90]. La figure 2.1
représente les automates obtenus par I'application de I'algorithme k-TSSt avécet
I, = {aa,aba,abba, abbba}. Chaque état est identifié par une séquence, comportant aé phls
symboles, qui correspondent aux derniers symboles lus, jusqu’a cet état, lors de I'acceptation d’'une
chaine d€,. En d’autres termes, lors de I'analyse d’'une chaine les derniers symboles lus sont mé-
morisés dans une fenétre glissanté:del éléments. Chaque contenu de la fenétre d’analyse identifie
un état a créer ou déja existant. Dans notre exemple, la fenétre est de longueur 2. Afin d’accepter
la chaineaa, I'on crée les trois premiers étalsa et aa ; le dernier état étant nécessairement final
puisqueaa est un élément du langage. L'acceptation de la chalagasse par les étatset a, déja
existants, et crée les états et ba. Ce processus est répété pour toutes les chainés.d& nous
désignons paf|/,|| la somme des longueurs des chained denous déduisons aisément que cet
algorithme est de complexidinéaire,O(||1, |]).

6. Par défaut, nous appelons complexité d'un algorithme d’inférence sa complexité temporelle asymptotique.
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Algorithme k-TSSI

entréek /[Lordre du modeéle
Iy ={x,...,2,} /ILéchantillon positif
sortie A, = (Q, X%, 6,90, F) /lUn AFD acceptant le plus petit langage k-TSS incluant
début
Q < qo
Yo
0« ¢
o <+ A I/l Les états sont représentés par des élémenis de
F+ ¢
pour i = 1jusqu'a |1 | // Boucle sur les chaines de
q < qo
pour j = 1jusqu’a |z;] /I Boucle sur les lettres de
Y+« XU T4
Y < q'zij
si|y| > k — 1 alors
Y Y2,y
finsi
q<y
Q<+ Qu{qg}

6 oU{d mij q}
sij = |z;| alors
F« FU{q}
fin si
q +q
fin pour
fin pour
retourner Ay
fin k-TSSI

Un automate inféré par I'algorithme k-TSSI est, par construction, non ambigu. Une estimation
selon le critere du maximum de vraisemblance des probabilités des transitions de 'automate peut
étre obtenue par le calcul des fréquences relatives d’utilisation des transitions lors de I'analyse d’un
ensemble donné de chaines. Cette estimation peut étre faite incrémentalement et simultanément avec
la construction de 'automate. Ce modéle stochastique est alors exactement équivalent a un N-gram,
avecN = k [Seg93].

2.1.2 Inférence de langages k-réversibles

Angluin a proposé une méthode d’'inférence qui identifie a la limite la classe des lardgages
réversibles pour & quelconque mais fixé a priori [Ang82]. Nous détaillons ci-aprés les principales
notions nécessaires a la définition de cette méthode d’'inférence.

Définition 2.2 Soit un automatel = (Q, %, 9, I, F'), 'automate inversel” = (Q, %, 0", F,I) est
défini comme suit :

VgeQ, YaeX, 0(qa)={d€Qlgei(d,a)}
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Par conséquent, I'automate inver§eest obtenu en inversant les étatientrée et de sortie de I'auto-
mate original4, et en inversant également le sens des transitions ti®us présentons a la figure 2.2
un exemple d’automate et son inverse.

Fic. 2.2:'automateA et son inversel”.

Définition 2.3 Un automated = (Q, X, 6, ¢, F') estdéterministe avec anticipationgi®
Vg€ Q,Vr € X" [z[ >k, |6°(q,2)| < 1.

Par conséquent, un automate est déterministe avec anticipatidors de I'acceptation d’une chaine
quelconque, il existe au plus un état auquel cette acceptation peut mener en anticiplattree par
rapport a la position courante dans la chaine. Un AFD est déterministe avec antidipeioiomate
A" de la figure 2.2 est déterministe avec anticipation

Définition 2.4 Un automated estk-réversibles’il est déterministe et si son inversg est détermi-
niste avec anticipatioh.

Définition 2.5 Un langagd. estk-réversibles’il existe un automate k-réversible qui I'accepte.
Une définition équivalente est la suivante.

Définition 2.6 Un langagel. estk-réversiblesi et seulement si lorsque deux préfixeddéw; etw,
€ Pr(L)), contenant un méme suffixede longueuk, (w; = uv etwy = uyv, avec|v| = k), ont un
méme suffixev dans, (ujvw etusvw € L), alors ils ont méme ensemble de finalegw, = L/ws).

Partant de I'accepteur des préfixeg' A(1, ), 'algorithme k-RP consiste a fusionner des états,
c’est-a-dire a définir un nouvel automate quotiétA(7/,)/x, tant que cet automate n’est pas k-
réversible. Plus précisément, la partitiodes états di?7" A(7, ) est initialement celle qui associe un
bloc a chacun de ses états. Ensuite, on détermine récursivement dans I'automate giiotignt) /r,
deux états distincts représentés par les blBcset B, tels qu’au moins une des trois conditions
suivantes (C1, C2a ou C2b) soit vérifiée.

1. Ja € ¥, 3B € mavecB; € §(B,a) et By € (B, a), (C1: cas d'indéterminisme sur la lettre
a).

7. Nous avons défini au paragraphe 1.2, les automates finis comme comprenant un seul état d’entrée et un ensemble
d’états de sortie. Ces automates permettent de représenter un langage régulier quelconque. La généralisation aux auto-
mates comportant un ensemble d’'états d’entrée est triviale.

8.6* désigne I'extension classiqueix ©* — 29, de la fonction de transitioft

9. L'abréviationk-RI provient de la terminologie anglaise pour “k-Reversible Inference”.
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2. v, uy,uy € X* |v| = k avecB; € §*(qo, u1v) et By € §*(qo, usv), (v est le suffixe commun
des préfixes menant respectivemet; et B,), et

(a) B; et B, sont des états d’acceptation de 'automate quotient (C2a: un suffixe de longueur
k menant & deux états d’acceptation).

(b) 3a € ¥, 3B € 7 avecB € 0(By,a) et B € §(Bs,a) (C2b: un suffixe de longueur
menant a deux états d’ou sont issues des transitions pointant vers le méresatda
lettrea).

Lorsque deux bloc®,; et B, sont identifiés, un nouvel automate quotient est obtenu par fusion des
blocs B, et B,. La partition des états di7T'A(I.) est progressivement mise & jour jusqu’a ce qu'il
n’existe plus aucune paire de blocs satisfaisant au moins une des trois conditions décrites. L'automate
quotient est alors nécessairement k-réversible. Notons que I'ordre exact des paires de blocs a fusionner
est arbitraire.

Nous présentons a la figure 2.3 un exemple d’exécution de l'algorithme k-Rliavecl et
I, = {ab,bb,aab, abb}. La partition initiale de I'arbre des préfixes est

{10}, {13, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7} }.

La condition C2a est vérifiee, par exemple, pour les biggset {7}, avecv = b un suffixe de
longueur 1. De méme , la condition C2a est vérifiée pour les Hlogst {6}, avec également = b.

Aprés deux étapes de I'algorithme k-RI, on obtient le second automate représenté a la figure 2.3. Il
correspond a la partition

{{0}, {1}, {2}, {3}, {4,6}, {5, 7} }.

La condition C2a est vérifiée pour les blogs 6} et {5, 7}, avecv = b. Aprés fusion de ces deux
blocs, la partition est{0}, {1}, {2}, {3}, {4,5,6, 7} }. Finalement, la condition C2b est vérifiée pour
les blocs{1} et{3}, d’'une part, et les blocR} et{4, 5,6, 7} d’autre part. La partition résultante est
{{0},{1,3},{2,4,5,6,7}}; elle correspond & un automate quotient qui est 1- réversible.
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FIG. 2.3:Exemple d’exécution de I'algorithme k-RI.

Algorithme k-RI

entréek /[Lordre du modeéle

I, /Il échantillon positif
sortie Ay, //Un automate canonique acceptant le plus petit langage k-réversible intluant
début

/I N désigne le nombre d’états d¥il"A(I;.)

m <+ {{0},{1},...,{N —-1}} //'Un bloc par états diPT A(I;.)
A« PTA(IL)
tant que ((B1, B2) <—non-réversibld A/m, 7, k)) # (¢, ¢) faire
< 7T\{B1, Bz}U{BlUBz} /I Fusion du b|0091 etdu blOCB2
A/m" « dériver(4, ')
w7
fait
retourner A/m
fin k-RI

La fonction non-réversible(A/x, r, k) renvoie une paire de blocs distincts, de la partitigrqui
vérifient au moins une des trois conditions citées. Si aucune paire de bloc ne satisfait au moins 'une
de ces conditions, elle renvoie, ¢). La fonctiondériver (A, ©') renvoie 'automate quotient dé
conformément a la partition'.
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Sil'on posen = ||I.|| + 1, remarquons que I[BT A(I,) comporte au plus états et» <1 tran-
sitions. L'opération qui domine le co(t calculatoire de cet algorithme est la fonctomréversible.
Moyennant I'introduction dé: + 1 matrices auxiliaires (voir [Ang82]), cette fonction est calculable
avec une complexité d@(k.n?) pour O(n?) paires de blocs a tester. Puisqu'il y a au pluss1
fusions a effectuer, la complexité globale de I'algorithme k-Ri&@t.n?).

Angluin a démontré que l'algorithme k-RI permet d’identifier la classe des langages k-réversibles
et qu'’il produisait, pour, etk fixés, 'automate canonique du plus petit langage k-réversible incluant
I, [Ang82]. Notons finalement que la classe des langages k-réversibles inclut strictement la classe
des langagek <1 testables au sens strict [VCG93].

2.1.3 Lalgorithme MGGI

L'algorithme MGGI constitue une extension de l'inférence de langages locaux, qui permet d'in-
troduire, par le biais d’'un morphisme, une connaissance a priori sur le langage a inférer [GVC87,
GSVGO0]. Il exploite le théoréme énoncée ci-apres.

Définition 2.7 Si E et H désignent deux alphabets finis 6t, H* les monoides libres correspon-
dants, utmorphismeh : E* — H* est une fonction qui satisfait les deux conditions suivantes:

Va,y € E* : h(zy) = h(z)h(y), h(X) = A.
De plus, la fonctiorh estlettre-a-lettresi h(a) € H, Va € E.

Théoreme 2.1 SoitF, un alphabet fini et soit. ¢ E*, un langage régulier. Il existe un alphabet fini
E’, un morphisme lettre-a-lettre : E”* — E* et un langage local de E™* tel queL = h(l) [GL70Q].

Ce théoreme stipule donc que tout langage régulier peut étre obtenu a partir d’'un langage local et
I'application d’'un morphisme lettre-a-lettre.

Etant donné un échantillon positif. € E*, I'algorithme MGGI requiert la définition d’'une
fonctiong : I, — E'™, telle queg(I,) = I’ et d’un morphisme lettre-a-lettre: £ — E*. Si nous
designons pal,;, ), le langage 2-TSS inféré par I'algorithme présenté au paragraphe 2.1.1, le langage
inféré par I'algorithme MGGI est défini par I'expression= h(l,,)). En d’autres termes, les lettres
des chaines de_ sont renommeées conformément a la fonctjpdonnant lieu a un échantillon positif
I'_ défini sur un nouvel alphabet. A partir de I'échantillén, un langage local est inféré et ensuite
une procédure de renommage (généralement inverse) est appliquée par l'intermédiaire du morphisme
g lettre-a-lettre.

Exemple:

E ={a,b},

I, ={abba, aaabba, bbaaa, bba},

E' = {al’ a2’ a3’ bl, bQ},

I' =g(I;) ={a'b'b?a', a'a*a®b'b?a’, b1 b*ata?a®, brb?a' },
h(a?) = a,Vao! € E'.

Les chaines de I'échantillah. sont faites de séquencesdale longueur 1 ou 3, et de séquences
deb, de longueur 2. Dans la mesure ou I'on considére qu’il s’agit d’'une information pertinente sur le
langage a inférer, il est possible de définir la fonctjooqui attribue des indices différents a la méme
lettre, a ou b, dans une sous-chaine donnée. Les lettres des chaines de I'échantillon/ pasotilt
renommees par la fonction Sur base du nouvel échantillon posftf, un langage local, ou 2-TSS,

INRIA



Inférence grammaticale réguliére : fondements théoriques et principaux algorithmes 35

est inféré. Il correspond a l'automate représenté a la figure 2.4. Apres application du morphisme
qui, dans ce cas, a pour effet de supprimer les indices attachés aux lettres, nous obtenons le langage
représenté par I'automate de la figure 2.5. Remarquons gu'il correspond bien au langage acceptant
des séquences dede longueur 1 ou 3, et des séquences, die longueur 2.

FIG. 2.5: Automate inféré par I'algorithme MGGI.

L'algorithme MGGI offre la possibilité d’introduire un biais d’apprentissage par I'intermédiaire
des fonctiongy et h. Par conséquent, il est intéressant d’appliquer cet algorithme si nous disposons
d’une autre information que celle simplement contenue dans I'échantillddotons que lorsque les
fonctionsg et h consistent a renommer chaque lettre par elle-méme, 'algorithme MGGI correspond
exactement a I'inférence d’un langage 2-testable au sens strict.

La complexité de I'algorithme MGGI dépend de celle de I'inférence du langage 2-testable qui est
O(||I'.]|) (voir paragraphe 2.1.1). L'application du morphismkettre-a-lettre est également linéaire
en fonction dg|/’, ||. Par contre, le lien entrig/’, || et ||I||, dépend de la fonctiop. Généralement,
|5 || = ||1+]| et la complexité globale eg(||/, ||). Ce résultat n’est applicable que si la fonctipn
ne donne pas lieu a un allongement des chaines de I'échantillon positif.

2.1.4 Lalgorithme ECGI

L'algorithme ECGI est une méthode d’inférence heuristique congue pour extraire I'information
sur la longueur de sous-chaines des éléments @ de la concaténation de ces sous-chaines. Cet
algorithme est incrémental, c’est-a-dire qu’il mesure une “distance” entre un nouvel exemple et le
modele existant et adapte le modele conformément. Le langage accepté par la grammaire inférée
inclut I, ainsi que d’autres chaines obtenues par concaténation de sous-chaines des élé@ments de

Nous reprenons la description de I'algorithme ECGI tel qu'il a été présenté dans [RV88, Rul92].
En particulier, la représentation utilisée est directement celle des grammaires réguliéres. Nous illus-
trons également son fonctionnement a l'aide de la représentation équivalente en automates.
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Propriété 2.1 [RV88] L'algorithme ECGI produit une grammai@ = (V, X, P, S) réguliére, non-
déterministe, sans cycled(A = aA), A € V,a € ©*) et qui vérifie la condition suivante :

VA,B,C €V, Va,beX si(B—ad)c Pet(C —bA) e Palorsa =b.

En d’'autres termes, le méme terminal est associé avec toutes les productions ayant le méme non-
terminal en partie droite. Par conséquent, toutes les transitions pointant sur un état donné de I'auto-
mate équivalent, sont nécessairement étiquetées par le méme terminal.

Définition 2.8 A la grammaires = (V, X, P, S) sont associés leggles d’erreursuivantes:

Insertionden: A — aA,VA €V Vae X
Substitution dé para: A — aB,¥Y(A — bB) € P,Ya€ X a#b
A—aV(A—b ePVaeX a#b
Suppressionde: A — B,Y(A — bB) € P
A= A\V(A—=b)eP

Par consequent, il y &(|X|) regles d’insertion par non-terminal de la grammairéou par état
de l'automate équivalent) &@(|3|) régles de substitution ou de suppression par production de la
grammairez (ou par transition de I'automate équivalent).

Définition 2.9 La grammaire étendu€’ = (V, X, P’, S) deG est la grammaire obtenue en ajoutant
les regles d’erreurs A.

Définition 2.10 La dérivation corrective optimalde la chaingd € ¥* est la dérivation dg, confor-
mément a la grammaire étendtéet qui utilise un nombre minimal de regles d’erreurs.

L'algorithme ECGI consiste a construire la grammaire canonique acceptant la premiere chaine de
I, . Ensuite, pour chaque nouvel exemplé dérivation corrective optimale est calculée et la gram-
maire est étendue conformément a cette dérivation. Cette dérivation est obtenue par une procédure
d’analyse corrective qui constitue une application de I'algorithme de Viterbi [For73]. Elle produit la
séquence optimale de régles correctes (celles déja présentes dans la grammaire) et de régles d’erreurs
pour I'acceptation dg.

Nous présentons a la figure 2.6 un exemple d’exécution de I'algorithme ECGI prenant en entrée
I'échantillon I, = {aabb, abbb, abbab, bbb} et en représentant chaque grammaire par un automate
associé. Les états et transitions en pointillés correspondent a I'extension de la grammaire a chaque
étape. Apres la construction de I'automate acceptant la premiére chainene analyse corrective
construit la dérivation corrective optimale de la chaim&. Dans ce cas, la seule régle d’erreur
appliquée est la substitution du secangar b. L'automate résultant est représenté a la figure 2.6.
Notons que I'étaB est créé afin de garantir la propriété 2.1 qui stipule que toutes les transitions
pointant sur un état doivent étre étiquetées par le méme symbole. L'analyse corrective de la chaine
abbab conduit & l'insertion d'un symbole et a la création correspondante de I'étaFinalement,
I'analyse corrective de la chaiméb détermine une erreur de suppression d'un symbae début
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de chaine. L'automate final est obtenu en ajoutant une transition étiquetéetpaliant directement
I'état initial & I'état 3.

FIG. 2.6:Exemple d’exécution de I'algorithme ECGI.
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Algorithme ECGI

entréel,
sortie Une grammair&; compatible aved,. et vérifiant la propriété 2.1

début

T Ii
n <« |z
V {Ao,. .. ;An—l}
Y« {a,...,a,}
P+ {(Ai,1 — aiAi),i =1,...,n— ].} U {An,1 — an}
S Ao
G, « (V,%,P,S)
pour i = 2 jusqu’a |14 | /I Boucle sur les éléments de
G« Gi—l
T Ij_
D «+dériv_optim(z,G;_1)
pour j = 1jusqu’a |D| // Boucle sur les regles de la dérivation optimale
G «étendre_grantG, p;)
fin pour
fin pour
retourner G
fin ECGI

La fonctiondériv_optim(x, G;_;) renvoie la dérivation corrective optimale de la chatreonforme-
ment a la grammairé&’;_,. La fonctionétendre_gran{G, p;) renvoie la grammaire étendue confor-
meément a la reglp;.

La complexité de I'algorithme ECGI est dominée par la fonction d’analyse corrective. Pour chaque
chainez, l'analyse représent®(T.|z|) opérations ol est le nombre de transitions de I'automate
correspondant a la grammaire étendue. Comme il y a au®@{ug. ||) transitions etO(||1,||) états
dans l'automate inféré, I'automate incluant les regles d’erreurs com@yiiel.||7, ||) transitions.
L'analyse corrective d'une chaineayant une complexité d@(|X|.||1.||.|x|), la complexité globale
de I'algorithme esO(|Z|.||1][?).

Il existe une extension stochastique de I'algorithme ECGI qui permet d’inférer une grammaire
réguliere stochastique par une procédure incrémentale en une seule passe sur I'échantillon posi-
tif [Rul92]. En effet, les probabilités associées aux productions de la grammaire peuvent étre mise
a jour par comptage de la fréequence d'utilisation des réegles lors de I'analyse corrective de chaque
nouvelle chaine.

2.2 Inférence avec un échantillon négatif

2.2.1 Les algorithmes RIG et BRIG

Etant donné des échantillons posifif et négatif/_, un algorithme, nommé RI& [MdG94],
de construction compléte de I'ensemble fronti&&,,-4 (I, ) a été proposé par Miclet. Cet al-
gorithme procéde par énumération des automates dérivdg@d (7, ), c'est-a-dire des partitions

10. L'abréviationRIG provient de la terminologie anglaise pour “Regular Inference of Grammars”.
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dansLat(MCA(I,)). Il S'agit d'une énumération en largeur & partir de I'élément nul du treillis des
partitions, leMCA(I,). Cette énumération ne conserve que les automates compatibles a chaque
profondeur dans le treillis. Par la propriété 1.1 d’'inclusion des langages, nous pouvons effectuer un
élagage par héritage qui consiste a éliminer tous les automates a la profondeur qui dérivent
d’au moins un automate non compatible a la profondelnsuite, les automates restant a la profon-
deuri + 1 subissent uklagage directjui consiste a éliminer les automates non compatibles a cette
profondeur. Finalement, 'ensemble frontiére est obtenu en mémorisant tous les automates compa-
tibles et qui ne possédent aucun dérivé compatible. La solution proposée par I'algorithme RIG est,
par exemple, le premier automate déterministe rencontré a la profondeur maximale de I'ensemble
frontiére, mais 'algorithme RIG peut également fournir comme solution tout 'ensemble frontiére.
Dans l'algorithme RIG original, des automates identiques peuvent étre engendrés a plusieurs re-
prises. En effet, les partitions a la profondeur 1 sont obtenues en fusionnant, de toutes les fagons
possibles, deux blocs d’une partition a la profondedtous présentons ci-dessous une version ameé-
liorée de l'algorithme RIG qui évite ce traitement redondant [MDV95]. Elle consiste a introduire un
ordre sur les partitions a une profondeur donfés a définir un ensemblé (i) de partitions, dites
génératrices|l s’agit des partitions de rang minimum a partir desquelles peuvent étre engendrées
toutes les partitions a la profondeur suivante : chaque nouvelle partition a la profendewast en-
gendrée a partir de I'union de deux blocs d’'une partition génératrice a la profondéemsemble
NG(i) désigne les autres partitions, ditesn génératrices.

11. Chaque bloc d’'une partition prend pour rang celui de son état de rang minimal dans le MCA. Il en résulte un ordre
sur les partitions puisqu’elles ont toutes le méme nombre de blocs a une profondeur donnée.
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Algorithme RIG

entréel ,I_
sortie Un AFD appartenant Sarca(ly,1-)

début

/I N désigne le nombre d’états ddC A(I)

NG(0) « ¢
BS « ¢

pour i =1jusqua N — 1
G(i) « ¢
NG(i) + ¢
BS + BSUNG(—1)
pour 7; = G(i — 1) jusqu'a G(i — 1)|G(i—1)|
BS _booléen <+ VRAI
tant que (7, < partition_suivantgr;)) # ¢ faire
A + dériver(MCA(I;), mr)
si compatibleg(A4, I_) alors
BS _booléen < FAUX
BS + BS\dérivable(r, NG(i — 1))
si rang_minimun(rmy,)
alors G(i) « G(i) Uy
sinon NG (i) «+ NG(i) Umy
fin si
fin si
fait
si BS_booléen alors
BS «+~ BSU T
fin si
fin pour
fin pour
retourner extraire_solution(BS)
fin RIG

/[l L'ensemble des partitions génératrices
/l Lensemble des partitions non génératrices
/l Lensemble frontiére

/I Boucle sur la profondeur

/I Boucle sur les partitions génératrices

I/l Elagage paf _

La fonctionpartition_suivantgr;) renvoie, a chaque appel, la partition suivante qui peut étre déri-
vee de la partition génératrieg. Lorsque toutes ces partitions ont été générées, elle repvaia
fonction dériver(MCA(I.), m) renvoie 'automate quotient dW C'A(Z) conformément & la par-
tition 7. La fonctioncompatible(A4, I_) renvoievRAI si 'automateA n’accepte aucune chaine de
I'’échantillon négatif/ , sinon elle renvoieAuX. La fonction dérivable(r,, NG(i < 1)) renvoie

le sous-ensemble des partitions non génératri¢égi < 1) dont peut dériver la partitiom,. La
fonctionrang_minimun{r;) renvoievRrRAI si la partitionr;, est de rang minimum, sinon elle renvoie
FAUX. La fonctionextraire_solution BS) renvoie, par exemple, le premier automate déterministe a
la profondeur maximale appartenant/as.

L'algorithme RIG construit par énumération et sans redondance tous les éléments de I'ensemble
frontiére BS. Il n’existe pas, a I'heure actuelle, de preuve de l'identification a la limite de la classe
des langages réguliers par I'algorithme RIG. Cela nécessiterait de caractériser la solution extraite du
BS pour un ensemble croissant de données et de démontrer la convergence (voir paragraphe 1.3.3).
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La complexité de RIG dépend du nombre de partitions distinctes construites et impliqgue une
analyse, en général non-déterministe, pour vérifier la compatibilité de chague automate quotient par
rapport al_. La complexité globale étant non-polynomitieun algorithme approximatif, nommé
BRIG!3, a été proposé [MdG94]. Il consiste a ne considérer qu’une proportion finie, générée aléa-
toirement, des partitions pouvant étre dérivées des génératrices. Cette sélection aléatoire permet de
garantir, en pratique, une complexité polynomiale et de construire un sous-ensemisle ldalgo-
rithme BRIG est clairement de nature heuristique car il n’existe pas de caractérisation de la classe de
langages qu'il identifie. Cette caractérisation n’est pas envisageable car son caractére aléatoire im-
pligue que différentes exécutions partant des mémes données ne conduisent pas nécessairement au
méme résultat.

Remarquons que la construction complételzity par I'algorithme RIG, ou d’un sous-ensemble
du BS, par l'algorithme BRIG, peut sembler colteuse dans la mesure ou nous ne retenons qu’'une
solution a la profondeur maximale. Dans ce cas, une simplification évidente de I'algorithme consiste
a ne mémoriser I&S qu’a la derniére profondeur ou des automates compatibles sont rencontrés. Par
ailleurs, I'étude des différents langages acceptés par les automai&s permettrait probablement
de ne retenir qu’un sous-ensemble “pertinent” des automatéssSdu

2.2.2 Lalgorithme RPNI

L'algorithme RPNI [OG92], développé indépendamment par
Lang [Lan92], effectue une recherche en profondeur dan&P7 A(I.)) et trouve une solution “lo-
calement optimale” au probléme du plus petit AFD compatible. Nous savons, par la propriété 1.6 que
I'identification d’un langage régulidat par exploration du treillis des partitions ®7"A(I, ) n’est en-
visageable que si I'on suppose la complétude structurelle delativement a 'automate canonique
A(L). Sous cette hypothése, I'algorithme RPNI est particulierement efficace.

Par construction déw7 A(I,) (voir définition 1.18), chacun de ses états correspond a un préfixe
unique et les préfixes peuvent étre triés conformément a I'ordre stahidard Cet ordre s'applique
donc également aux états 7" A (7, ). Une partition de 'ensemble des états B A(1, ) est faite
d’'un ensemble de blocs, chaque bloc recevant I'indice de I'état de rang minimal qu’il contient. L'al-
gorithme RPNI procéde eV <1 étapes ouV est le nombre d’états dB7T A(1, ). La partition a
I'étapei est obtenue en fusionnant les deux premiers blocs, selon I'ordre standard, de la partition a
I'étapei <1 et qui, de plus, donne lieu a un automate quotient compatible.

12. Dans le pire des cas, aucun élagagelpan’est effectué. Dans ce cas, l'algorithme RIG explore tout le treillis
des partitions d'ou sa complexité exponentielle. Malgré un élagage effectif par I'échantillon négatif, il a été ob-
servé expérimentalement que la complexité de RIG reste non polynomiale en fonctiénldenombre d’états du
MCA(I;) [MdG94, MDV95].

13. L'abréviationBRIG provient de la terminologie anglaise pour “Boosted beam-search Regular Inference of Gram-
mars”.

14. L'ordre standardarfois appel®rdre hiérarchique sur les chaines de*, correspond a un ordre par longueur des
chaines et, pour une longueur donnée, a I'ordre alphabétique. Par exemple, pour I'elphiahées premiéres chaines
dans l'ordre standard sond; a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, . .. Notons que les auteurs de I'algorithme RPNI désignent,
improprement, cet ordre comme étant I'ordre lexicographique.
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Algorithme RPNI

entréel ,I_
sortie Un AFD compatible aveé, , I_

début

Il N désigne le nombre d’états d¥il"A(I;.)

7« {{0},{1},... . {N—1}}
A+ PTA(L))

pour i =1jusqua |r| — 1
pour j = 0jusquai—1
o ﬂ'\{Bj, BZ}U{BZUB]}
A/r’ + dériver(4, ')
7' + fusion_déternfA/=")
si compatible(A/#",I1_) alors

/' Un bloc par préfixe dans I'ordre

// Boucle sur les blocs de la partitian
/I Boucle sur les blocs de rang inférieur
Il Fusion du blod; et du blocB;

/I Analyse déterministe d&_

A« Alx"

w7

sortir boucle /I Quitter la boucle suy

finsi
fin pour // Fin boucle suy

fin pour /I Fin boucle sui
retourner A
fin RPNI

La fonctiondériver (A, ©') renvoie I'automate quotient dé conformément a la partition’. L'auto-
mate quotientd /7’ peut étre non déterministe. La fonctifusion déterm(A/7’) renvoie la partition
7" obtenue en fusionnant récursivement tous les blocs’ dpii créent le non-déterminisnte Si
A/r’ est déterministe, la partitiori’ est égale a la partition'.

Sachant que 1T A(I,) comporteO(||1,||) états, la complexité de la fonctidosion déterm
estO(||1.]|). De plus, comme l'automate quotieAy 7" est nécessairement déterministe, le test de
compatibilité aved  s’effectue enO(||7_||). La complexité globale de I'algorithme RPNI est donc
O+ (=) - (1)

La solution proposée par I'algorithme RPNI est un automate déterministe appartenant a I'en-
semble frontiereBSpra(ly, 1 ). Par la propriété 1.10, nous savons qu'il s’agit de l'automate ca-
nonique pour le langage gu'’il accepte. Cependant, il ne s’agit du plus petit AFD compatible que si
les données d’apprentissage satisfont une condition supplémentaire, c’est-a-dire qu’elles contiennent
un échantillondit caractéristiqueformellement défini dans [0G92]. En d’autres termes, lorsque les
données d’apprentissage sont suffisamment représentatives, la découverte de I'automate canonique
du langage a identifier, est garantie. De plus, cet automate est également la solution du probleme du
plus petit AFD compatible, dans ce cas particulier. Remarquons qu’Oncina et Garcia ont démontré
que la taille d’un échantillon caractéristique propre a cet algorithmé&gst), oun est le nombre
d’états de I'automate cible [0G92].

Vu l'intérét de I'algorithme RPNI et son efficacité calculatoire, nous en avons proposé une version
incrémentale qui sera détaillée au chapitre 3. Nous reviendrons alors sur la définition exacte d’'un

15. L'opération de fusion pour déterminisation d’'un AFN ne doit pas étre confondue avec l'algorithme classique de
déterminisation d’'un AFN, qui a pour objet de produire un AFD acceptant le méme langage [AU72]. Conformément a la
propriété 1.1 , 'AFD obtenu par fusion des états d'un AFN accepte, en général, un sur-langage de I'AFN dont il provient.
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échantillon caractéristique qui garantit I'identification de I'automate cible. Nous étudierons également
les résultats de complexité que nous venons d’énoncer.

2.2.3 Lalgorithme GIG

Nous avons présenté dans [Dup94] un algorithme heuristique, dénomnt& GlGoptimise par
un algorithme génétique la recherche d’une solution optimale, c’est-a-dire a la profondeur maximale.
Il fait évoluer dansLat(PT A(I,)) une population d’automates dérivés 80" A(7, ), par le biais
d’opérateurs spécifigues de mutation et de croisement.

L'algorithme GIG peut-étre présenté de facon synthétique comme suit:

Algorithme GIG

entréel I //Les échantillons positif et négatif

sortie MCA(1y)/m //Un automate quotient di/ C A(1;.)

var p, //Le taux de croisement
Pm //Le taux de mutation
Dd /ILe taux de descente

Procédureévaluer(P(t))
début
pour i = 1 jusqu’a Pop
T Pz(t)
A/m <dériver(MCA(I;), )
évaluer(A/x) /[Evaluation de chaque automate quotient
fin pour
fin évaluer(P(t))

début GIG

Il Pop désigne la taille de la population
Il N désigne le nombre d’états déC A(1,)
Il P(t) désigne les partitions conservées a la génération

t<0

Ty < {{1}7 7{N}}

P(0) «initialiser () /Initialisation de la population

évaluer(P(0))

mpest <—Meilleur (P(0))

tant que —(condition d’arré} faire
t—t+1

P(t) <sélectionnefP(t — 1))

P(t) <croiser(P(t), p.)

P(t) <-muter(P(t), pm,pa)
évaluer(P(t))

fait

Tpest <Meilleur (P(t))

retourner MCA(Iy)/Tpest

fin GIG

Le MCA(I;) comporte||I,|| + 1 états et||], || transitions. L'évaluation de chaque automate
quotient distinct requiert une analyse, en général non-déterministe, deec une complexité de

16. L'abréviationGIG provient de la terminologie anglaise pour “Grammatical Inference by Genetic search”.
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O(|L¢]]-II=]]). Un critére d’arrét classique consiste a fixer un nombre maximal d’évaluations
de solutions distinctes. La complexité globale de I'algorithme GIG est @i, ||.||_||-emaz)-

2.2.4 Le point de vue connexionniste

Nous terminons ce paragraphe en citant un certain nombre de travaux sur l'utilisation de ré-
seaux connexionnistes en inférence grammaticale, habituellement a partir d’échantillons positif et
négatif. Le cadre formel de ces travaux, lorsqu’il existe, ne correspond généralement pas au cadre
classique de l'inférence tel que nous I'avons présenté. Cependant une équivalence théorique entre
les réseaux de McCullough et Pitts [MP43] et les automates finis déterministes a été démontrée par
Minsky [Min54, Min67]. La question générale de déterminer la taille (c’est-a-dire le nombre de neu-
rones) d’'un réseau afin que celui-ci reproduise exactement le comportement d’'un automate donné, est
étudiée dans [ADO91].

Parmiles nombreuses variantes d’architecturggesaux récurrentgroposés par Elman [EIm88],
ont éteé utilisés pour approcher le comportement d’automates finis [CSSM89]. Des extensions de ces
modeéles afin d’approximer leaitomates a pileont été proposées, par exemple, par Pollack [Pol90]
ou par Giles [GSC90].

Des techniques heuristiques ayant pour objet d’approximer la structure d’un langage sont décrites
dans [GLGG91, JWT92]. Par ailleurs, Smith et Miller étudient I'apprentissage de grammaires régulie-
res stochastiques selon un critere d’information mutuelle [SM89] et en proposent une implémentation
distribuée. Finalement, Nakamura et Shikano ont développé les NETgrams comme approximation des
N-grams. L'avantage potentiel des NETgrams est qu'ils ne requiérent pas un nombre de parametres
libres exponentiellement croissant avEdNS89].

2.3 Inférence réguliere semi-incrémentale

Nous avons vu au paragraphe 1.5.2 que la taille de I'espace de recherche était directement liée au
nombre d’états de I'élément nul du treillis. Il en résulte une propriété paradoxale de I'inférence régu-
liere. En effet, plus nous disposons d’'information positive sur un langage, c’'est-a-dif@ plds/., ) |
augmente, plus la taille de I'espace de recherche croit, rendant I'identification plus difficile. C’est la
raison pour laquelle, nous proposons une procédure d’inférsaeg-incrémentaleElle suppose que
nous disposions d’'une certaine information positive et négative fixée mais que nous définissions un
algorithme faisant usage de l'information positive de fagcon incrémentale [Dup94, MDV95].

Nous trions I'échantillon positif, par ordre standard, ce qui nous permet de considérer en pre-
mier lieu les chaines les plus courtes. A partir de la premiére ctiajm®us construisons 'automate
MCA(I}) et nous recherchons la partition optimale sous contr6le de I'échantillon négatif complet
I . Ensuite, nous définissons la procédure semi-incrémentale par la récurrence suivante. Nous dési-
gnons pard?, 'automate quotient relativement a la partition optimale trouvée a I'étap@arz‘+?,
la chainel:™. Siz™*! € L(A?), nous passons a la chaine suivante. Sinon, nous étendons I'automate
A" afin d’obtenir un nouvel automaté,,,, .. tel queL(A%,,, ,,) = L(A*) Uz, Il s'agit d'une opé-
ration simple de modification d’automate dont nous donnons un exemple a la figure 2.7. Elle peut
étre effectuée en deux temps: I'ajout d’une nouvelle branche moyennant 'introduction de transitions
vides et le calcul de 'automate équivalent sans transitions vides.
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FIG. 2.7:Construction de 'automate acceptafaiz)* U bb.

Finalement, nous poursuivons la recherche dam$A’,,, ;) pour trouver la nouvelle partition

optimale sous le contréle de.. Cette procédure semi-incrémentale est poursuivie jusqu’a ce que
toutes les chaines de aient été considérées.

Procédure semi-incrémentale

entréel ,I_
sortie Un automate compatible avég, 7_

début
A «inférer(MCA(I3),1-)

pour i = 2 jusqu'a |14 | /I Boucle sur les chaines de
T Ij_
si(z ¢ L(A)) alors
A’ +étendre(A4, 1)
A «inférer(A’,1_)
fin pour
retourner A
fin

Remarquons que la procédure semi-incrémentale constitue une technique heuristique pour limiter
le colt calculatoire de 'inférence. Il n'y a aucune garantie que cette réduction permette d’obtenir la
solution optimale qui résulterait d’'une recherche dans le treillis construit sur I'échartillocomplet.

Cette procédure n’est pas seulement utile pour la méthode GIG mais peut s’appliquer a tout méthode
de recherche explicite dans le treillis des partitions. Elle présente I'avantage supplémentaire de “fil-
trer” I'échantillon positif puisque les chaines flequi sont déja acceptées, grace aux généralisations
antérieures, ne doivent plus étre considérées. Notons que I'on peut aussi envisager une procédure
semi-incrémentale par sous-ensembles de plusieurs éléments Bke consiste a étendre la solu-

tion temporaire pour toutes les chaines non acceptées dans le sous-ensemble courant et a poursuivre
I'inférence, sous contrdle de., apres ces extensions.
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Chapitre 3

Inference reguliere incrémentale

L'algorithme RPNI, présenté au paragraphe 2.2.2, offre un certain nombre de propriétés intéres-
santes. Premierement, il est caractérisable (voir chapitre 2) dans la mesure ou il a été démontré que
cet algorithme identifie a la limite n’importe quel langage régulier [0G92]. De plus, sa complexité
est polynomiale en fonction de la taille des échantillons positif et négatif. Néanmoins, cet algorithme
doit recevoir en entrée toute l'information positive et négative disponible, c’est-a-dire qu'il utilise
uneprésentation a données fixé@®ir paragraphe 3.1.1). Si de nouvelles données d’apprentissage
sont présentées, la recherche du nouvel automate solution doit é&tre recommencée sans pouvoir tirer
parti de la solution trouvée antérieurement. Nous nous proposons de lever cette limitation et de dé-
finir une version incrémentale de I'algorithme RPNI qui soit, elle aussi, caractérisable. Les données
d’apprentissage seront supposées étre recues séquentiellement c’est-a-dire une a une, dans un ordre
guelconque, et chacune étiquetée comme exemple positif ou négatif du langage a identifier.

Nous allons détailler au paragraphe 3.1 la notion d’échantillon caractéristique d’un langage régu-
lier et étudier un certain nombre de propriétés importantes d’un tel échantillon. Poursuivant I'analyse
de l'algorithme RPNI au paragraphe 3.2, nous en proposons une nouvelle varianteupmes-
sion des finalesCette variante garantit également l'identification a la limite mais peut offrir une
moins bonne généralisation des données lorsque celles-ci ne contiennent pas d’échantillon caracte-
ristique. Elle permettra néanmoins une analyse de la complexité théorique qui correspond mieux aux
observations expérimentales (voir paragraphe 3.2.2). Ensuite, nous poursuivons au paragraphe 3.3
la caractérisation de I'espace de recherche présentée aux paragraphes 1.5 et 1.6. Nous nous intéres-
sons ici a la structure de I'espace de recherche lorsque les données d’apprentissage sont présentées
séquentiellement. Enfin, nous exposons au paragraphe 3.4 une version incrémentale de I'algorithme
RPNI.

3.1 Caractérisation des données d'apprentissage

3.1.1 Identification a la limite pour une présentation a données fixées

Nous avons vu au paragraphe 1.3.3 que, pour une présentation séquentielle des données, I'iden-
tification a la limite est garantie lorsqu’'une méthode d’inférence converge avec certitude vers une
représentation correcte du langage a identifier. Bien que nous nous intéressions particulierement aux
présentations séquentielles aux paragraphes 3.3 et 3.4, il est utile d’étudier I'identification dans le
cadre d’'une présentationdonnées fixéedDans ce cas, I'ensemble d’apprentissdyest fixe et
constitué d’une paire d’échantillons positif et négalif= (7, 7).
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Gold a défini l'identification d’'un langage pour une présentation a données fixées [Gol78]. Nous
nous inspirons de sa définition pour introduire la notion d’échantillon caractérigiitiue(/5, I¢).

Définition 3.1 Une méthode d’inférenc&/ identifie a la limiteun langagée. pour une présentation
a donnees fixéesil existe un echantilloD® = (1<, I¢) tel que pour tout ensemble de données-
(I4,1-),avecl; D IS etl_ D I¢, 'hypothéseH (D) fournie par la méthodé/ est correcte, c’est-
a-dire L(H(D)) = L. L'échantillon D¢ est appelé&aractéristiquepour le langagd. et la méthode
d’inférencel.

Rappelons que I'hypothése fournie par une méthode d’'inférence est un élément dans I'espace des
hypotheses, dans notre cas celui des automates finis.

Cette définition est une caractérisation générale d’'une méthode d’inférence. Elle ne précise pas,
pour une méthoda/ et un langagd., comment spécifieD“. Comme I'automate canoniqué(L)
d’un langage régulier est unique, la spécification d’un échantillon caractéristique se fait plus naturel-
lement sur base de cet automate. Néanmoins, une méthode d’inférence qui aurait pour objet I'identi-
fication d'un langage régulier représenté par un automate non déterministe pourrait requérir une autre
spécification.

Nous avons utilisé le terme identification a la limitedans la définition 3.1 pour insister sur sa
similitude avec la définition 1.26 reposant sur une présentation séquentielle.

Propriété 3.1 Une méthodel/ identifie un langagd. pour une présentation a données fixées si et
seulement si elle identifie le langa@gour une présentation séquentielle.

Preuve:

Si une méthode identifie un langage a partir d’'une présentation a données fixées, elle identifiera né-
cessairement ce langage sur base d’'une présentation séquentielle de ces données. Il suffit qu’elle
mémorise les données recues une a une et propose, a chaque étape de la présentation séquentielle,
une hypothése sur base de I'ensemble des données mémorisées. Réciproquement, si une méthode
identifie un langage sur base d’une présentation séquentielle, cela veut dire qu’il existe un point de
convergence a partir duquel, pour toute nouvelle donnée recue, I'hypothése proposée restera identique
et correcte. Par la définition 3.1, 'ensemble des données recues jusqu’au point de convergence inclut
donc un échantillon caractéristique.

3.1.2 Spécification d’un échantillon caractéristique

Partant d’'un langagé, représenté par son automate canonigé), nous allons définir les
conditions que doivent vérifier les données d’apprentissage afin d’étre caractéristique relativement
a L pour I'algorithme RPNI. A cette fin, Oncina et Garcia ont défini les notiongrdéixes courtet
noyau [OG92]. Nous y associons les notionthts fixesvariableset auxiliaires. Dans la suite, le
symbole “< ” désigne I'ordre standard sur les chaines d’'un alphabet
L'ensemble des préfixes courts et le noyau

Définition 3.2 L'ensemble degpréfixes courts$p(L) d'un langage. est défini par

Sp(L) ={x € Pr(L) |Au € X" avecL/u = L/x etu < x}
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Nous savons que dans I'automate canonid(g) du langagel, il y a autant d’états que d’en-
sembles de finale5/z des chaines appartenant aux préfixes de(voir définition 1.12). Par consé-
quent, I'ensemble des préfixes courts est 'ensemble des premiéres chaines dans I'ordre standard qui
chacune méne a un état de I'automate canonique. Il y a donc également autant de préfixes courts que
d'états dansi(L).

A titre d’exemple, 'automate canonique du langage défini sur I'alphédgt} et acceptant un
nombre pair dé est représenté a la figure 3.1. Lensemble des préfixes courts de ce langage est
Sp(L) = {A,b}. En effet,\ etb sont les deux premiéres chaines dans l'ordre standard permettant de

mener respectivement a I'étaet a I'étatl.
a a
o X:Ne
NA_ b

FIG. 3.1: Automate acceptant un nombre pairidsur I'alphabet{a, b}.

Définition 3.3 Le noyauN (L) d'un langage. est défini par
N(L)={A}U{za |z € Sp(L),a € ¥,za € Pr(L)}

Le noyau est constitué, outre de la chalp€ees préfixes du langage correspondant a des préfixes
courts allongés d’'une lettre.

Par constructiorbp(L) C N(L), c'est-a-dire que tous les éléments des préfixes courts appar-
tiennent au noyau. En effet, on peut obtenir chaque préfixe court en allongeant d’'une lettre un autre
préfixe court du langage.

Si || désigne le nombre d’états de I'automate canonidq(g), le noyau comporte au plus+
|Q] - |X| éléments. Les éléments du noyau identifient les transitions de 'automate candrigue
puisqu’ils sont obtenus en ajoutant une lettre aux préfixes courts identifiant les étdfs)dBe plus,
tous les éléments du noyau qui appartiennent également au langage identifient les états d’acceptation
dansA(L).

Le noyau du langage de notre exemple ®$i.) = {\, a,b, ba, bb}. Les trois chaines, a et bb
appartiennent & ; elles menent a I'état d’acceptation de I'automate de la figure 3.1.

Définition 3.4 Un échantillonD® = (75, I°) est caracteéristiquaelativement a un langageet pour
I'algorithme RPNI s’il vérifie les conditions suivantes

1. Vo € N(L),siz € Lalors x € I{ sinon3u € ¥* tel quezu € I5.

2.Vx € Sp(L),Yy € N(L) si L/x # L/y alors Ju € ¥* tel que(zu € IS etyu € I°) ou
(zu € I¢ etyu e IS).

La condition 1 assure que tous les éléments du noyau soient présents comme claitesie
qu’ils appartiennent au langage ou sinon comme préfixe d’une chaiffe tes éléments du noyau
représentant les transitions et les états d’acceptation de I'automate canonique, on vérifie aisément que
cette condition assure la complétude structurelle de I'échantillorelativement a4(L) (voir defi-
nition 1.16). Dans ce cas, nous savons par le théoreme 1.2 que l'autd(dgtappartient au treillis
Lat(PTA(I%)). Lorsqu’un élément des préfixes courts gtdu noyau n’ont pas méme ensemble de
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(

(Aa) |- |- -
D) (b [0 |0
(X, ba) | ab | baab | ab
o) - - |-
&N 16 [0 |0
(bya) | ba | bba | aba
(b,ba) | - |- -
B,00) [ X [0 |0

TAB. 3.1:Construction d’un échantillon caractéristique.

finales C/x # L/y), cela signifie qu'il ne correspondent pas au méme état dans I'automate cano-
nique. Dans ce cas, la condition 2 assure qu’un suffibes distingué. En d’autres termes, la fusion
d’un état duPT A(I¢) correspondant a un préfixe courivec un autre état correspondant a un élé-
menty du noyau (incluant les préfixes courts) est rendue incompatible par I'existeneeddms©
avecru dans/ ou l'inverse.

Notons que pour un langagde fix€, il peut exister plusieurs échantillons caractéristiques dis-
tincts?. En effet, plusieurs suffixes peuvent satisfaire la premiére condition ou la seconde. Comme
I'ensemble des préfixes courts compddpe éléments et le noya?(|Q| - |X|) éléments, la taille d’un
échantillon caractéristique est donnée par

151 = 0(Q - [2]) et|I°] = O(Q[* - =)

Elle ne dépend donc, pour un alphabgfixé, que du nombre d’états de I'automate canonique du
langage a identifier.

Un exemple d’échantillon caractéristique

Pour le langage accepté par 'automatt@.) de la figure 3.1, nous avortsp(L) = {\,b} et
N(L) = {\,a,b,ba,bb}. Un échantillon caractéristique peut étre construit de la maniére suivante.
Les chaines\, a et bb sont des éléments d€(L) N L. Elles appartiendront donc nécessairement a
I¢. Afin de satisfaire completement la condition 1, il suffit de trouver des suffixésstideba pour
obtenir des chaines de Par exemple, la chairié, déja présente danf$, contient un suffixe dé
et, par exemple, la chaireaaba contient un suffixe déa. La condition 1 est donc satisfaite avec
IS = {), a,bb, baaaba}. Cet échantillon est structurellement complet relativement a I'autor(dig

Afin de compléter I'échantillon caractéristique, nous parcourons les paires constituées d’'un élé-
mentz de Sp(L) et d’'un élémenty de N(L). Lorsquez = y, les ensembles de finales sont né-
cessairement égaux. Nous ne considérons donc que les paires d’éléments distincts. Pour chaque paire
(x,y), siz ety ont des ensembles de finales différents, c’est-a-dire s’ils ménent a des états distincts
dans I'automate canonique, nous trouvons un suffigatisfaisant la condition 2. Nous ajoutons les
élémentscu et yu dans les échantillons positif ou négatif selon leur appartenance au langage. Ces
opérations sont résumées a la table 3.1. Notonsuguiest pas défini lorsque ety ont un méme
ensemble de finales.

1. Puisque, par hypothédg'z # L/y, I'existence d’au moins un suffixe satisfaisant la condition 2 est garantie.
2. Il peut méme exister une infinité d’échantillons caractéristiques différents si le langage est de cardinalité infinie.
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En unifiant les conditions 1 et 2, un échantillon caractéristique pour le langage de notre exemple est
donné par

I = {\, a,bb, bba, baab, baaaba} et1¢ = {b, ab, aba}.

Etats fixes, variables et auxiliaires

Nous présentons a la figure 3.2 I'arbre accepteur des préfixes de I'échantillon positif. Nous ap-
pelonsétats fixesles états correspondant aux préfixes courts dans I'arbre des préfixes. Dans notre
exemple, les états 0 et 2 sont fixes. Nous appedtats variableses états correspondant aux éléments
deN(L) \ Sp(L) dans I'arbre des préfixes. Dans notre exemple, les états 1, 3 et 4 sont variables. Les
autres états de I'arbre des préfixes sont appxhkis auxiliaires

Le parcours depuis la racine jusqu’a un état d’acceptatioR 4 (1) est nécessairement com-
posé d’'un ou plusieurs états fixes, suivi éventuellement d’'un état variable et suivi éventuellement d’'un
ou plusieurs états auxiliaires. En outre, le long de toute branciIt( 1) les préfixes sont ordon-
nés par I'ordre standard. En d’autres mots, le long de toute branche comportant au moins un état fixe
qrize, UN €tat variable,,, et au moins un état auxiliaiwg,,,;, NOUS avoNg rize < ¢yar < Gouz- DANS
notre exemple, 'acceptation de la chalihe passe par les états 0, 2, 4 et 6 ; nous vérifions I'ordre 0
(fixe) < 2 (fixe) < 4 (variable)< 6 (auxiliaire).

FiG. 3.2: Arbre accepteur des préfixes {I&, a, bb, bba, baab, baaaba}.

Nous avons vu qu’un échantillon caractéristique pour un landagéest pas nécessairement
unique. Cependant, tout échantillon caractéristipie= (I¢,1¢) est tel que, par la condition 1,
les mémesétats fixes et variables soient présents darf3llel (1) puisque ces états constituent les
éléments deéV(L). De plus, puisque les états fixes correspondent aux préfixes courts, c’est-a-dire aux
états deA (L), ils ont nécessairement des ensembles de finales distincts. Tout échantillon caractéris-
tique est, par la condition 2, tel que la fusion de deux états fixes est rendue incompatible par une
chaine de/¢. Finalement, comme il y a autant d’ensembles de finales dans le lahgqge d’'états
fixes, cela implique que chaque état variable partage nécessairement 'ensemble de finales d’'un état
fixe. La condition 2 assure également que tout fusion d’un état variable avec un état fixe ayant un
ensemble de finales différent est rendue incompatible par une chaifie Ba d’autres termes, la
fusion d’un état variable avec tout état fixe est niée par un contre-exemple sauf pour le “bon” état fixe,
c’est-a-dire celui ayant méme ensemble de finales.

Toutes les propriétés évoquées au paragraphe précédent restent valables si les données d’appren-
tissageD = (I, I ) incluent strictement un échantillon caractéristique, c’est-addire I et/ D
I¢ puisque I'ajout de nouveaux exemples correspond a I'ajout d’états auxiliaires, sans modifier les
contraintes sur les fusions possibles entre états fixes et variables. De méme, de nouveaux contre-
exemples peuvent définir comme incompatibles des fusions entre états fixes et variables mais ces
fusions étaient déja nécessairement niées par des élémdiits de

INRIA



Inférence grammaticale réguliére : fondements théoriques et principaux algorithmes 51

Etats auxiliaires, les “responsables” du non-déterminisme

Les états d’'un automate canonique sont représentés par les états fixes de I'arbre des préfixes
et ses transitions et états d’acceptation par les éléments du noyau incluant états fixes et variables.
L'automate canonique étant déterministe, le non-déterminisme d’'un automate quotiehitAdus )
est nécessairement introduit par des transitions pointant vers un état auxiliaire. Nous allons illustrer
cette propriété par un exemple.

Reprenant I'arbre des préfixes de la figure 3.2, nous avons défini un automate quotient par la
partition

m={{0,1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}, {10} }.

Cet automate est représehtéla figure 3.3 (a). Comme nous le verrons, il peut étre obtenu au cours

de I'application de I'algorithme RPNI avec I'échantillon caractéristique défini précédemment. Rappe-
lons que les états 0 et 2 sont fixes, les états 1, 3 et 4 variables et les autres états auxiliaires. L'automate
de la figure 3.3 (a) est déterministe. Si I'on fusionne I'état variable 3 et I'état fixe 2, on obtient I'au-
tomate représenté a la figure 3.3 (b). Sil'on n’y considere que les états fixes 0 et 2 et les transitions
pointant vers ces états, le sous-automate obtenu est déterministe. Par contre, dans I'automate complet,
la transition pointant vers I'état auxiliaire 5 introduit un non-déterminisme sur la tetBeisque I'on

cherche a construire un automate déterministe, il faut “replier” cette transition sur celle qui est déja
issue de I'état 2. Cela consiste a fusionner les états 2 et 5. Cette opération donne I[fasiénla

pour déterminisatiopune des procédures de I'algorithme RPNI. Notons que la fusion de 'état 5 avec

un autre état que I'état 2 ne permettrait pas de réduire le non-déterminisme. Par contre, cette fusion
introduit un nouveau non-déterminisme que I'on peut supprimer en appliquant de nouveau la méme
opération.

FIG. 3.3: Automates quotient déterministe (a) et non-déterministe (b).

Nous définissons formellement la fusion pour déterminisation comme suit. Chaqui; lweda
partition7 a pour rang celui de son état de rang minimal dans I'ordre standard.

Si B, et B; sont deux blocs de la partition, avecB, < Bj, tels qu'il existe un bloc
B < Bj eta € ¥ avecB; € 6(B,a) et B; € §(B,a) alors la nouvelle partitiont’ est

3. Chaque bloc est représenté par son état de rang minimal.
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définie par
7 ={B;UB;} U (r\ {B;, B;})

En d’autres termes, I'automate quotient relativement a la partitioest obtenu en fusionnant les
blocsB; et B; . La fusion pour déterminisation peut entrainer un nouveau non-déterminisme introduit
par un autre état. Ce nouvel état est également auxiliaire puisque nous avons, le long d’'une branche du
PTA(IS), larelationgsize < guar < Gauz- Par conséquent, la fusion par déterminisation est appliquée

a nouveau jusqu’a I'obtention d’un automate déterministe.

Fusion de 8 et 4.

d
!

Fusion de 9 et 4.

1
- O
@u

Fusion de 10 et 6.

a l

FIG. 3.4:Fusion pour déterminisation.

La figure 3.4 illustre la séquence d’automates obtenus lors de la fusion pour déterminisation de

I'automate de la figure 3.3 (b).
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3.1.3 Identification a la limite de I'algorithme RPNI

Nous reprenons la présentation de I'algorithme RPNI du paragraphe 2.2.2 pour en donner une
preuve de l'identification a la limite

Algorithme RPNI

entréel ,I_
sortie Un AFD compatible aveé, , I_

début

Il N désigne le nombre d'états dil’ A(1)

T {{0}7{1}, e ,{N - 1}}
A« PTA(I)

pour i = 1jusqu’a || — 1
pour j = 0jusquai—1
o ﬂ'\{Bj, Bl}U{BlUB]}
A/r' + dériver(4, ')
7' + fusion_déternfA/=")
si compatible(A /7" ,1_) alors

/' Un bloc par préfixe dans I'ordre

/I Boucle sur les blocs de la partitian
/I Boucle sur les blocs de rang inférieur
Il Fusion du blod; et du blocB;

/I Analyse déterministe d&_

A« Alx"

w7

sortir boucle /I Quitter la boucle suy

finsi
fin pour // Fin boucle suy

fin pour /I Fin boucle sug
retourner A
fin RPNI

Théoreme 3.1 L’'algorithme RPNI identifie a la limite la classe des langages réguliers.

Preuve:

Les états de I'arbre d&T A(I,) sont parcourus dans I'ordre standard (boucle sur I'indjc@our
chaque état, on teste la fusion avec les états de rang inférieur (boucle sur ljindRemarquons que

si 'automateA /7" est incompatible avet._, c’est-a-direL(A/x")N I_ # ¢, alors 'automated /="

est également incompatible avéc puisque la fusion pour déterminisation impliql¢A /=) C
L(A/7"). Lafusion pour déterminisation permet d’effectuer une analyse déterministe afin de vérifier
cette compatibilité.

Nous supposons que les données d’apprentissage contiennent un échantillon caractéristique pour
le langage régulief.. Par conséquent, si les étatet j sont des états fixes, leur fusion sera néces-
sairement niée par un contre-exemple et 'automgte” sera incompatible avek . Cela conduit &
incrémentey et a tester une autre fusion. La premiére fusion, dans I'ordre d’exploration, qui donnera
lieu a un automatel /7' compatible correspond nécessairement a unjéiae et un état variable,
avecj < i. Tous les états du sous-arbre dont I'étast la racine sont alors des états auxiliaires. lls
introduisent un non-déterminisme qui sera éliminé par la fusion pour déterminisation. Nous avons vu
gue cette opération consiste a replier les transitions pointant vers les états auxiliaires sur des transitions

4. l'identification & la limite de I'algorithme RPNI a été démontrée dans [OG92]. Nous en donnons une démonstration
reformulée qui, en particulier, inclut explicitement la fusion pour déterminisation.
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pointant vers des états fixes. Dans ce cas, si 'autorhatéest compatible avekt , 'automateA /7"
I'est également.

En résumé, si les données d’apprentissage contiennent un échantillon caractéristique, aucune fu-
sion entre états fixes ne donne lieu a un automate compatible’lav@&e plus, seule la fusion de
chaque état variable avec I'état fixe partageant le méme ensemble de finales, donne lieu a un automate
compatible. Enfin, les états auxiliaires sont fusionnés nécessairement apres la fusion d’'un état variable
sur un état fixe. Comme la seule maniére de réduire le non-déterminisme est de replier les transitions
pointant vers les états auxiliaires sur des transitions pointant déja vers des états fixes, cette opération
ne modifie pas, dans ce cas particulier, la compatibilité dved-inalement, comme tous les états
fixes et variables sont nécessairement présents, les ensembles d’états (éventuellement d’acceptation)
et transitions del (L) sont donc obtenus et I'identification du langdgest garantie

La figure 3.5 présente un exemple d’exécution compléete de I'algorithme RPNI avec un échantillon
caracteristiqgue f§ = {A, a,bb, bba, baab, baaaba} et I¢ = {b,ab,aba}. Chaque état y est identifié
par I'état de rang minimal du bloc qu’il représente. Le symbglertlie les automates obtenus par
fusion pour déterminisation. Le symbolg&™relie les automates dérivés par une autre fusion. Lorsque
I'automate obtenu est incompatible, une autre fusion est effectuée dans I'ordre défini.

Compatibilité aved_
a oS0 —(—*
.0 ©

Fusion de 2 et O.
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Fusion de 4 et 0.

Fusion de 5 et O.

4
b@a@

Fusion de 6 et O.

+
b@a@

Fusion de 7 et O.

1
D0

Fusion de 8 et O.

b 1

Fusion de 9 et O.

!
b

&

Fusion de 10 et O.

!
b

Incompatibilité aved
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Fusion de 9 et 2.

1
2y~ )
ba

Fusion de 10 et O.
1l

a
B2-0--0--0

Incompatibilité aved
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a

a (1)
N a ()"~
ba

Fusion

a7b@a@
A .&b

S Nhe W

Fusion de 5 et 2.

T \o

'r|
c
o,
o
5
o
)
©
®
~—+
B

Compatibilité aved _
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a

@b@b@a@

Fusion de 4 et

o

Compatibilité aved

FiIG. 3.5:Exemple d’exécution de I'algorithme RPNI.

3.1.4 Un élément remarquable de I'ensemble frontiére

Théoréme 3.2 Lorsque les données d’apprentissage contiennent un échantillon caractéristique pour
le langagel, 'automateA (L) est 'automate déterministe comportant le moins d’états et appartenant
aBSpra(l,I_). Par conséquenti(L) est la solution au probléme du plus petit AFD compatible.

Preuve

Comme les données contiennent un échantillon caractéristique, tous les états fixes et variables sont
présents dans 1T A(7,). Aucun automate comportant moins d’états que le nombre d’états fixes,
c’est-a-dire le nombre d’états di L), ne peut étre compatible avéc car cela nécessiterait la fu-

sion d’au moins deux états fixes. De plus, tout autordatiéterministe, comportant le méme nombre
d'états qued (L) et compatible, est nécessairement isomorpHe¢la). En effet, pour assurer la com-
patibilité de A4, il faut que chaque état variable soit fusionné avec I'état fixe partageant le méme
ensemble de finales. Si tous les états variables sont fusionnés avec leur état fixe respectif, la seule ma-
niere d’obtenir un automate déterministe est de replier les états auxiliaires conformément a la fusion
pour déterminisationl

Le lecteur aura sans doute remarqué la similitude entre les preuves des théoremes 3.1 et 3.2. Nous
avons distingué ces deux résultats pour insister sur le fait que le second compléte la caractérisation de
I'espace de recherche, indépendamment de 'algorithme d’inférence utilisé. En ce sens, la définition
d’un échantillon caractéristique devient plus générale. En résumé, le théoreme 3.2 garantit I'existence
d’un élément remarquable de I'ensemble frontiere alors que le théoreme 3.1 garantit que I'on trouve
cet élément par application de I'algorithme RPNI.

Bien que I'algorithme RPNI soit de complexité polynomiale, le théoréme 3.2 ne contredit pas le
caractere NP-difficile du probleme du plus petit AFD compatible. En effet, ce résultat négatif suppose
des données quelconques alors que les données qui assurent I'identification contiennent un échantillon
caractéristique.

Le théoréme 3.2 est également cohérent avec le résultat de Gold qui, dans le cas des langages régu-
liers, consiste a obtenir I'identification en énumérant des automates déterministes de taille croissante
a partir d'un automate a un seul état [Gol78]. En appliquant une stratégie conservatrice, qui consiste
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a ne poursuivre I'énumération que si le dernier automate construit n’est pas compatible, 'énumé-
ration s’arrétera nécessairement sur le plus petit AFD compatible. Cet algorithme d’énumération a
évidemment une complexité non-polynomiale.

Finalement, le théoreme 3.2 est une justification théorique des algorithmes heuristiques BRIG et
GIG puisqu’il démontre I'utilité de rechercher un élément compatible a une profondeur maximale
dans le treillisLat(PT A(I,)). Néanmoins, ceci illustre également la limite des algorithmes BRIG et
GIG car si 'on suppose que les données contiennent un échantillon caractéristique, I'algorithme qui
s’'impose est RPNI.

3.2 Lalgorithme RPNI avec suppression des finales

3.2.1 Présentation de I'algorithme

Nous savons que les états auxiliaires sont ceux qui introduisent le non-déterminisme lors des fu-
sions dans I'arbre des préfixes. La fusion pour déterminisation a été introduite dans I'algorithme RPNI
afin de supprimer le non-déterminisme. Elle a pour effet de replier les transitions pointant sur des états
auxiliaires sur celles pointant vers des états fixes. Dans la mesure ou I'on replie des transitions sur
des transitions déja existantes, les états auxiliaires et les transitions associées sont superflus. Nous
proposons une variante de I'algorithme RPNI agappression des finaleElle consiste a éliminer
tous les états qui sont considérés comme états auxiliaires (voir paragraphe 3.1.2).

Le probleme consiste a déterminer quels sont les états fixes, variables et auxiliaires dans le
PTA(I,) sans pour autant connaitre 'automate canonique du langage cible. Nous savons que, Si
les données contiennent un échantillon caractéristique, les fusions entre états fixes sont interdites car
elles donnent lieu a des automates incompatibles Avear contre, si une fusion entre un état
un étati, avecj < i, est permise et si les fusions sont effectuées dans 'ordre propre a I'algorithme
RPNI alors I'étati est nécessairement variable et I'étatst fixe. Le sous-arbre dont I'étaest la
racine est constitué d’états auxiliaires a I'exception de I'ét&@tés lors, avant fusion avec I'état
toutes les finales de I'étatcorrespondent aux finales de I'étatlans lePT A(I,) et peuvent étre
supprimés du nouvel automate quotient.

L'algorithme RPNI avec suppression des finales peut étre resumé de la maniere suivante.
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Algorithme RPNI avec suppression des finales

entréel ,I_
sortie Un AFD compatible aveé_

début

Il N désigne le nombre d’états d¥il"A(I;.)

m+ {{0},{1},... ., {N —-1}} //'Un bloc par préfixe dans I'ordre
A+ PTA(Ly)
pour i =1jusqua |r| — 1 // Boucle sur les blocs de la partitian
pour j = 0jusquai—1 /I Boucle sur les blocs de rang inférieur
7' < 7m\{Bj, B;}U{B;UB,} /I Fusion du blodB; et du blocB;
A/r’ + dériver(4, ')
si compatible(A/#',I_) alors /I Analyse non-déterministe de
A' /7" + suppression_finalgsi /', i)
A Ar"
w7
sortir boucle /I Quitter la boucle suy
finsi
fin pour // Fin boucle suy
fin pour /I Fin boucle sui

retourner A
fin RPNI avec suppression des finales

La fonctioncompatible(A/#’, I ) renvoieVRAI si 'automate quotient est compatible aveg
sinon elle renvoiecAUX. La fonction suppression_finale§A/#’, i) renvoie I'automate obtenu en
supprimant de I'automatd /7’ les finales de I'état dans lePT A(1, ). Elle adapte la partition’ et
renvoie I'automated’ /7"

La figure 3.6 présente un exemple d’exécution de I'algorithme RPNI avec suppression des finales.
Les données sont celles de I'échantillon caractéristique de I'exemple déja cité, c'estfa-dire
{A, a, bb, bba, baab, baaaba} et1¢ = {b,ab,aba}. Le symbole {" relie les automates dérivés par une
fusion. Lorsque I'automate obtenu est incompatible, une autre fusion est effectuée dans I'ordre défini.
Le symbole {” relie les automates obtenus par suppression des finales.
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b~ a
O—=-()

b r~ a
o=

Incompatibilité aved
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Compatibilité aved_

Suppression des finales de 3 avant sa fusion avec 2.
a a |

Fusion de 4 et 0.

Compatibilité aved_

Suppression des finales de 4 avant sa fusion avec 0.

a a
ﬁﬂ

oN¥g

FIG. 3.6:Exécution de I'algorithme RPNI avec suppression des finales.

3.2.2 Propriétés de I'algorithme RPNI avec suppression des finales

Cette variante de I'algorithme RPNI offre une autre analyse de sa complexité. Nous avions vu au
paragraphe 2.2.2 quelle est estimé@@|| I || + ||I_||) - ||Z.-||%). Or, nous constatons que les fusions
importantes sont celles qui concernent les état fixes et les états variables puisque la compatibilité
avec/_ ne doit étre testée que pour ces fusions. Dans I'algorithme RPNI original, la compatibilité est
testée apres la fusion pour déterminisation. Elle nécessite donc une analyse déterministerde
la complexité globale esP(||/_||). Dans notre variante, la compatibilité est testée sur un automate
qui peut étre non-déterministe. Ceci est d0 aux états auxiliaires qui ne sont éliminés que lorsque la
compatibilité est assurée. Cependant, le non-déterminisme est limité car, par hypothése de récurrence
de l'algorithme, chaque fois que I'on sort de la boucle intérieure (la bouclg $automate courant
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A est déterministe. Seul I'étatune fois fusionné avec I'étgt peut présenter un non-déterminisme,
éventuellement sur plusieurs symboles. Chaque chaide gesente au plus deux acceptations par
'automate quotient. L'analyse non-déterministe peut donc étre calculée par deux analyses détermi-
nistes, dont la complexité globale €3t||/_||). Finalement, en négligeant la complexité de la suppres-
sion des finales, sachant qu'il yy@| états fixes et que I'union des états variables et fixes représentent
O(|Q]-|%|) états, la complexité globale de I'algorithme peut étre estin@€@|*- |%| - ||I_||). Cette
complexité dépend doninéairemente la taille des données d’apprentissage. Bien que la complexité
calculée soit optimiste, puisque nous avons négligé le colt de la suppression des finales, elle corres-
pond mieux a I'évolution, observée expérimentalement, du temps de calcul en fonction du volume de
données d’apprentissage.

Dans la mesure ou le traitement n’est modifi€, par rapport a I'algorithme original, que pour les
états auxiliaires, I'algorithme RPNI avec suppression des finales identifie a la limite la classe des
langages réguliers.

Cet algorithme souffre néanmoins d’une limitation importante car faute d’'un échantillon carac-
téristique, la suppression des finales peut conduire a une solution qui ne soit pas compatible avec
I’échantillon positif/ . Cette propriété est illustrée par I'exemple suivant.

Nous considérons le méme échantillon positif mais I'échantillon négatif est réduita {b}.
L'exécution de I'algorithme est présenté a la figure 3.7. La fusion de I'état 3 et de I'état O engendre un
automate qui est compatible avec I'échantillon négatif. Par conséquent I'état 3 est considéré comme
un état variable et ses finales, dan®lBA(7, ), sont supprimées. La solution obtenue n’est pas com-
patible aved ., car la chainéaab n'est pas acceptée par la solution. Au contraire, dans I'algorithme
original la solution proposée est toujours compatible aveet /_, car les états considérés comme
auxiliaires sont fusionnés avec d’autres au lieu d’étre supprimeés.

Fusionde 1 et O.

U

: a
ba

Compatibilité aved_
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Incompatibilité aved

: a
ba

Fusion de 3 et O.

~-©

Compatibilité aved_

Suppression des finales de 3 avant sa fusion avec 0.

. |

Incompatibilité aved., : rejet de la chainéaab.

FiG. 3.7:Incompatibilité vis-a-vis de I'échantillon positif par I'exécution de I'algorithme RPNI avec

suppression des finales.

3.3 Construction incrémentale de I'espace de recherche

Dans ce paragraphe, nous étudions la structure de I'espace de recherche pour une présentation
séquentielle des données d’apprentissage. Dans ce cas, les données sont regcues une par une dans un
ordre quelconque et elles sont étiquetées comme exemple ou contre-exemple. L'alphabet du langage a
identifier est également construit au fur et a mesure en fonction des lettres présentes dans les données

recues.
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Hypothéses de récurrence

Nous supposons, par hypothése de récurrence, que la solution courante &l&tape automate
A(k) déterministe et compatible avec I'ensemble des données recues jusque la. Plus précisément, nous
meémorisons I'ensemble dgsexemples constituant I'échantillon positif courdn{p), sous la forme
de I'arbre des préfixe®T A(I.(p)), et nous mémorisons I'ensemble desontre-exemples consti-
tuant I'échantillon négatif courarit (¢), aveck = p (exemplesh ¢ (contre-exemples). De plus, la
solutionA(k) est soit 'automate vide soit supposée appartenir a I'ensemble 4 (1, (p), I_(q)).

Tous les exemples et contre-exemples recus sont supposeés distincts. Cette hypothese sera justifiée
par les propriétés 3.4 et 3.5 qui impliquent notamment qu’'une donnée déja présentée ne peut modifier
la solution courante.

Initialisation de la récurrence

Nous pouvons aisément initialiser la récurrence en appliquant I'algorithme RPNI avec la pre-
miére chaine. S’il s’agit d’'un exemple, la solution sera I'automate universel et s'’il s’agit d’'un contre-
exemple la solution sera I'automate vide. Si la solutigi) est supposée déterministe et appartenant
a I'ensemble frontiere, nous savons qu’il s’agit de I'automate canonique pour le langage qu’il accepte
(voir propriété 1.10).

Construction des treillis successifs

La propriété 3.2 caractérise la relation entre les treillis successifs lorsqu’un nouvel exemple est
recu.

Propriété 3.2 Lat(PTA(I, (p))) € Lat(PTA(L (p + 1))).

Preuve:
Les deux treillis peuvent étre completement distincts, c’est-a-dire

Lat(PTA(I (p))) N Lat(PTA(L (p + 1)) = ¢.

Lorsque I'exemple d’'indice+ 1 introduit un nouveau symbole de I'alphabet, 'automate universel sur
le nouvel alphabet n'appartient pagat (PT A(1,(p))). Comme I'automate universel est quotient de
chacun des automates du treillist(PT A(I, (p + 1))), aucun de ces automates ne peut appartenir &
Lat(PTA(L,(p))).

Par ailleurs, lorsque I'exemple d’indige+ 1 n’introduit pas de nouvel élément de I'alphabet,
'automate universel est commun aux deux treillis, mais l'inclusion des treillis est impossible car
PTA(I,(p)) ¢ Lat(PTA(I (p + 1))). En effet, lePTA(I.(p + 1)) est obtenu en étendant le
PTA(I.(p)) pour accepter le nouvel exemple. Ces deux automates différent par au-moins un état
d’acceptation et éventuellement plusieurs états et transitions. En parti¢uligr+ 1) n'est pas in-
clus dans le langage accepté pal€ A(/(p)). Comme, le langage accepté par les automates de
Lat(PTA(I+(p+1))) comprendl, (p + 1), on en déduit que €T A(I,(p)) n'appartient pas a ce
treillis. O

Acceptation d’un nouvel exemple

Partant d'une solutionl(k) nous vérifions si le nouvel exempteappartient aL(A(k)). Sinon,
nous pouvons étendeé(k) parle plus court suffixeCette opération consiste a chercher le plus long
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préfixeu dex accepté par 'automaté(k). L'acceptation du préfixe suppose qu'il existe un état
tel queq € 6*(qo, u)°. CommeA(k) est déterministe, I'étatest nécessairement unique. Depuis I'état
q, 'automateA (k) est étendu par le suffixepour accepter = uv.
Nous notonsA?(k) I'automate obtenu par extension du plus court suffixe: departir de I'au-
tomate A(k). A*(k) est nécessairement déterministexSist déja accepté pat(k), le plus court
suffixev est la chaine vide et”(k) = A(k). Un autre cas particulier se présente si 'automite)
est 'automate vide. L'extension correspond alors a la construction de I'arbre accepteur des préfixes
de la chaine..

\_/Maoa®b@
(b)

FIG. 3.8:Extension par le plus court suffixe.

A titre d’exemple, nous supposons que l'automaté) est celui présenté a la figure 3.8 (a) et
nous supposons que le nouvel exemplebésiab. Le plus long préfixe accepté ddt) et méne a
I'état 1. Depuis cet état, 'automate est étendu par le suffide L'automate résultant est présenté a
la figure 3.8 (b).

L'extension par le plus court suffixe peut créer un automate incompatible avec I'échantillon né-
gatif courant méme sil(k) est compatible. Dans notre exemplg,A(k)) = (bb)*. L'extension a
permis d’accepter la chaimébaab mais également toute chaine de la fori(ie)*aab. Par exemple
si la chainéaab appartient a I'échantillon négatif courant, la solution étendue est incompatible. Cet
inconvénient sera résolu au paragraphe 3.4.1.

La propriété 3.3 stipule que I'extension par le plus court suffixe garantit que, si la solution courante
al'étapek appartient a I'espace de recherche construit syr fgemiers exemples, 'automate étendu
appartient nécessairement a I'espace de recherche construit par I'ajout du nouvel exemple.

Propriété 3.3 A(k) € Lat(PTA(I+(p))) = A*(k) € Lat(PTA(I.(p + 1))), avecx I'exemple
d’indicep + 1.

Preuve:

Par hypothésed (k) est un automate quotient @& A(7, (p)). Donc,I, (p) est structurellement com-
plet relativement & (k). Nous désignons par le plus court suffixe correspondant a I'extension de
A(k) pour obtenirA”(k). Nous désignons pas le plus court suffixe correspondant a I'extension du
PTA(I,(p)) pour obtenirPT' A(I.(p+ 1)). Par construction; est un suffixe dev et doncl, (p+1)

est structurellement complet relativement’d k) . Par conséquent”(k) € Lat(MCA(I,(p+1))).
Finalement, puisqud? (k) est déterministe, il appartient/aut(PT A(I.(p + 1))). O

5. Au cas ou le plus long préfixe accepté est la chaine vide, {i@atrespond & I'état initiay.
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La propriété 3.4 stipule que si 'automatgk), qui, par hypothése de récurrence, appartient a
I'ensemble frontiére du treillis a I'étape accepte le nouvel exemple alors il appartient également a
I'ensemble frontiere dans le nouveau treillis.

Proprieté 3.4 A(k) € BSpra(I+(p),1-(q)) etA(k) = A% (k) = A%(k) € BSpra(L+(p+1),1_(q)),
avecz I'exemple d’'indicep + 1.

Preuve:
Nous avonsA(k) = A*(k) si la chainer appartient au langage accepté pH¥k). Par hypothése
A(k) appartient aBSpra(ly(p),I (q)), c’'est-a-dire gu’il est & une profondeur maximale dans le
treillis Lat(PTA(I(p))). Comme I'échantillon négatif n’est pas modifi¢t) est également a une
profondeur maximale dans le nouveau treillig:(PTA(I.(p+1))). O

Cette propriété justifie I'nypothése que tous les exemples recus soient distincts car un exemple
x déja rencontré impliquerait nécessairemeftit) = A(k). Par ailleurs, I'égalitéd” (k) = A(k)
peut étre obtenue lorsqu’un exempl@’a pas encore été rencontré mais que les généralisations déja
effectuées jusqu’a I'étapepermettent I'acceptation depar A(k).

Réception d’'un nouveau contre-exemple

La réception d’'un nouveau contre-exemple ne modifie pas I'espace de recherche puisque, en vertu
du théoreme 1.2, la solution est & rechercher dans le treillis relatif a I'arbre accepteur des préfixes
de I'échantillon positif. Par contre, 'ensemble frontiére est généralement modifié par I'ajout d’'un
nouveau contre-exemple. En d’autres termes, la solution courditeappartenant a I'ensemble
frontiére BSpra (L4 (p), I-(q)) peut ne pas appartenirSpra(l; (p), I-(q¢ + 1)). La propriété 3.5
stipule que si 'automatd (k), qui, par hypothése de récurrence appartient a 'ensemble frontiére du
treillis a I'étapek, n'accepte pas le nouveau contre-exemple alors il appartient également a I'ensemble
frontiere dans le méme treillis avec un échantillon négatif étendu.

Propriété 3.5 A(k) € BSpra(ly(p),1-(q)) etz & L(A(k)) = A(k) € BSpra(l+(p),1-(q + 1)),
avecz le contre-exemple d’'indice+ 1.

Preuve:
Puisque la chaine n'appartient pas au langage accepté.pgt) elle ne modifie pas la compatibilité
de A(k) relativement a I'échantillon négatif. Lautomatd k) étant par hypothése a une profondeur
maximale conformément aux premiers contre-exemples, il reste a une profondeur maximale par
I'ajout du nouveau contre-exemple. Par conséqué(it) appartient 8BSpra(I, (p), [_(¢+1)).0

Cette propriété justifie également I'hypothése que tous les contre-exemples recus soient distincts
car dans le cas de la réception d’un contre-exemple déja rencontré I'ensemble frontiére ne serait pas
modifié et la solution courante resterait forcément compatible.

3.4 Lalgorithme RPNI2

3.4.1 Comment garantir la compatibilité avecl _

Les différentes propriétés démontrées dans le paragraphe 3.3 caractérisent I'espace de recherche
et son ensemble frontiére lors de I'ajout d’'un nouvel exemple ou d’'un nouveau contre-exemple. De
plus, nous avons vu qu'’il y a deux cas possibles d’incompatibilité avec I'échantillon négatif. Le pre-
mier cas résulte de I'extension par le plus court suffixe. Elle permet d’étendre la solution courante et
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d’obtenir un élément qui appartient nécessairement au nouvel espace de recherche. Cet élément peut
néanmoins étre incompatible avec I'échantillon négatif. Le second cas concerne I'ajout d’'un nouveau
contre-exemple qui rend la solution courante incompatible.

Deux cas équivalents d’incompatibilité

Les deux cas d'incompatibilité avdc peuvent étre traités de fagon identique. Nous avons un
automateA déterministe qui appartientBat(PT A(I,)) et tel queL(A) N 1_ # ¢. De plus, nous
connaissons la partition telle queA = PTA(I,)/=. En effet, cette partition peut étre mémorisée
d’'une étape a la suivante lorsque un nouveau contre-exemple est recu ou facilement adaptée lors de
I'extension par le plus court suffife

Un exemple d'incompatibilité avec/_

A titre d’exemple, considérons l'arbre des préfixes et un automate qudtidéterministe repre-
sentés a la figure 3.9. Les données déja recues sont supposdes-=£tfa, a, bb, bba, baab, baaaba}
et/ = {abbb}.

FIG. 3.9:L'arbre des préfixes et un automate quotient déterministe.

On vérifie aisément que la partition permettant d’obtené partir duPT A(I, ) est donnée par

7 =1{{0,1,3,5,7,10}, {2,8,9}, {4}, {6}}.

Supposons que nous receviér®mme nouveau contre-exemple. Lautomataccepte la chaine
b et devient donc incompatible avéc = {b, abbb}. L'automateA estincompatible car il y a au moins
une fusion d’états qui permet I'acceptation de la chairdous cherchons une partitiani plus fine
quer et tel quePT A(1,)/n" soit compatible avef .

Traitement d’un contre-exemple qui crée I'incompatibilité avec’

Nous savons que le réle des contre-exemples est de distinguer les éléments du noyau et des préfixes
courts qui n'ont pas méme ensemble de finales. Plus précisément, nous supposons que le contre-
exemplew participe a la définition d’un échantillon caractéristique. Dans ce cas, il existe un préfixe
€ Pr(L) et une chaine tels quew = uv etuv € I¢ . Connaissant le contre-exempbeet I'arbre des
préfixes, il est aisé de déterminer les chaimesv. Dans notre cas, le contre-exemplméene a I'état
2 duPTA(I;). Nous avons: = b etv = A. Puisque le contre-exemple est accepté par I'automate

6. Chaque état créé par I'extension est associé a un nouveau bloc dont il est le seul élement.
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quotient, il y a nécessairement un éatdont le suffixe est et qui appartient au bloc du préfixe
Dans notre exemple, I'état a A pour suffixe et correspond a I'état 8 7" A(1, ). Il appartient dans
la partitionr au bloc de I'état 2. L'opération que nous venons de décrire constitdéfiaition du
préfixe d’acceptationll détermine en particulier leang de I'étatg,. Nous dirons que le bloc de I'état
q, estfissionnéou que I'on sort I'étaty, de son bloc pour créer un nouveau biag}.

Respect de I'ordre standard, considéré en sens inverse

Nous cherchons a trouver une partitiorplus fine que la partition tel que I'automate quotient
soit compatible tout en garantissant I'identification a la limite. Or nous avons vu, par la démonstration
du théoreme 3.1, que l'ordre des fusions est important. Nous cherchons, afin de garantir I'identifi-
cation, a retrouver 'automate quotient que I'algorithme RPNI construirait & parfitidd (7, ) sous
contréle du méme échantillon négatif. Une des caractéristiques de I'algorithme RPNI est d’essayer
les fusions dans l'ordre standard. Par conséquent, si I'on nie la fusion d’up étatc un autre état,
il est nécessaire de nier la fusion de tous les états de rang supéfierans notre exempleg, étant
I'état 8, nous devons sortir les états 8, 9 et 10 de leurs blocs respectifs. Nous effectuons ces fissions
dans l'ordre inverse c’est-a-dire que nous commencons par I'état 10. La figure 3.10 (a) représente
I'automate original et la figure 3.10 (b) représente I'automate obtenu apres avoir sorti I'état 10.

a
b b
(
a
ox
A2

(b)

FiG. 3.10:Fission d’'un automate quotient déterministe.

La fission pour déterminisation

Alors que l'automate original est déterministe, la fission du bloc de I'état 10 introduit un non-
déterminisme. Cela signifie que I'état 10 de notre exemple est un état auxiliaire. Nous pouvons appli-
guer une opération dession pour déterminisatioméciproque de la fusion pour déterminisation. Elle
est formellement définie comme suit.

Si A = PTA(I,)/w et siBq désigne le bloc de I'état dans la partitionr, la fissionde
7 relativement ¢ consiste a définir une nouvelle partition

m' = (m\ Bq) U{Bq\ ¢} U{qg}

Sidans |ePT A(1, ) I'étatq a un prédécesseyy sur la lettren, c’est-a-dire; € dpra(g,, a),
etsi3Bgq,, B' € ' avecB’ # {q} et§(Bg,,a) O {{¢},B'} dansPT A(l,)/=" alors
effectuer la fission de’ relativement ay,.
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En d’autres termes, la fission de I'étgintroduit un non déterminisme sur la letirgouisqu’il existe

un étatg, appartenant au blo8g,, prédécesseur dg duquel est issu, dans l'automate quotient
PTA(I;)/7', une autre transition sur la lettse Dans ce cas, on effectue la fissionsdeelativement
ag,.

L'opération de fission pour déterminisation est récursive, c’est-a-dire qu’elle implique une fission
qui peut elle méme induire un non-déterminisme qui sera réduit par une nouvelle fission. Pour les
raisons déja évoquées, nous désirons respecter un ordre des fissions qui soit I'ordre inverse des fusions
dans I'algorithme RPNI. Chaque fois que I'on effectue la fission de la partiti@hativement a I'état
¢, hous sortons également de leurs blocs respectifs les états du sous-arbre danegétatracine
dans lePT A(I,). Ces états correspondent aux finaleg dians lePT A(1,). Dans notre exemple,
ces opérations sont résumées a la figure 3.11. Le sympudelient les automates obtenus par fission
pour déterminisation.

a

%b@’\bma@

VP P aan

10 est sorti du bloc de 0.
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5 est sorti du bloc de 0 et 8 (finale de 5) est sorti.

b ~—\ a
O—()

—©

FIG. 3.11:Fission pour déterminisation.

Propriété 3.6 L'opération de fission pour déterminisation s’arréte nécessairement sur un automate
déterministe. Si les données contiennent un échantilllon caractéristique, elle s’arréte par la fission
relativement a un état variable.

Preuve:

Par construction, la fission pour déterminisation garantit I'obtention d'un automate déterministe.
Lorsque les données incluent un échantillon caractéristique, les états auxiliaires responsables du non-
déterminisme ont été sortis de leurs blocs respectifs. De plus, la définition du préfixe d’acceptation
détermine le rang minimal de tous les états qui doivent participer a une fission. Lorsque tous ces états
ont éteé traités, 'automate résultant est compatible. Puisque tous les états auxiliaires ont été sortis, le
dernier état sorti est nécessairement un état variable.

3.4.2 Identification a la limite de I'algorithme RPNI2

L'algorithme RPNI2Z constitue I'extension incrémentale de I'algorithme RPNI. Il peut étre ré-
sumé de la maniere suivante.

A la réception d’'un nouvel exemple I'arbre des préfixes est étendu par le biais de la fonction
étendre(PT A(I,(p)), z). La fonctioncompatiblg(A, I) renvoievRAI si 'automateA est compatible
avec I'échantillon/, sinon elle renvoigauX. Lorsquel est un échantillon positif, la compatibilité
requiert 'acceptation de toutes les phraseg.deéciproquement, lorsqueest un échantillon néga-
tif, la compatibilité requiert le rejet de toutes les phraseg.deés lors, si 'automate courant reste
compatible aprés la réception d’un nouvel exemple ou d’un nouveau contre-exemple, il constitue la
nouvelle solution qui est retournée. Insistons sur le fait que ceci n’implique pas que la nouvelle donnée
ait été vue auparavant. Par contre, lorsqu’il y a incompatibilité avec un nouvel exenfipietomate
courant est étendu par le plus court suffixecdéa fonction extension_suffixed/x, x) réalise cette
opération. A ce stade, 'automate couranappartient nécessairement a I'espace de recherche défini

7. LabréviationRPNI2 provient de la terminologie anglaise pour “Regular Positive and Negative Incremental Infe-
rence”.
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par 'ensemble des données recues jusqu’alors. Cet automate est éventuellement incompatible avec
I . La fonctionpréfixe_acceptatioQA, I ) renvoie le rang minimal de I'état relativement auquel la
partition = sera fissionnée. Si, plusieurs élémentd desont acceptés, c’est le rang minimal défini

sur 'ensemble des acceptations qui sera considéré. La forfid8on_déterminisatiofd /r, j) ef-

fectue la fission de l'automaté/ relativement a I'étajj et recherche, par fissions successives, un
automate déterministe. Dans le pire des cas, 'automate obtenu aprés fission correspond a 'arbre des
préfixes. Finalement, I'algorithme RPNI original est appliqué en partant de 'automate obtenu aprés
fission. Dés lors, dans le pire des cas, I'algorithme RPNI est appliqué sans tirer parti de la solution
temporaire qui avait été obtenue a I'étape précédente de la présentation séquentielle. Cependant, en
général, I'algorithme RPNI sera appliqué sur un automate comportant moins d’états que I'arbre des
préfixes. En d’autres termes, la recherche s’effectue dans un sous-treillig(d&r" A(1, )).
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Algorithme RPNI2

entrée PT A(I(p))
I_(q)
Alm
T
sortie Un AFD compatible ave¢ly (p), I_(q)) etz

début

si z est un exemplalors
PTA(I(p+1)) <étendre(PT A(I+(p)),x)
si compatible(A/m,{x}) alors
retourner A/w
sinon
A/r" + extension_suffixed /, )
A+ Aln!
T 7
fin si
fin si

si z est un contre-exemphdors
si compatible(A/m,{x}) alors
retourner A/w
sinon
A« Alr'
T 7
finsi
finsi

i + préfixe_acceptatiofd, 7_)
/I N désigne le nombre d’états du PTA
pour j = N jusqu’a i
A/x" + fission_déterminisatiod/x, j)
T
fin pour
A« Alm

I/l Application de I'algorithme RPNI a partir de I'automate

pour i =1jusqua || — 1
pour j = 0jusquai—1
o ﬂ'\{Bj, Bl}U{BZUB]}
A/r' + dériver(4, ')
7' + fusion_déternfA/=")
si compatible(A /=" ,I1_) alors
A« Alx"
w7
sortir boucle
finsi
fin pour
fin pour
retourner A
fin RPNI2
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I/l L'arbre accepteur des préfixes gexemples

I/l L'échantillon négatif comportant contre-exemples
/I L'automate solution courante
/I La nouvelle donnée a traiter

I/l Extension de 'arbre des préfixes
/I Vérification de I'acceptation du nouvel exemple

I/l Extension par le plus court suffixe

/I Vérification du rejet du nouveau contre-exemple

// Rang minimal des états a fissioner

/I Fission des états dans 'ordteinverse

// Boucle sur les blocs de la partitian
/I Boucle sur les blocs de rang inférieur
/I Fusion du blod; et du blocB;

/I Analyse déterministe d&_

/I Quitter la boucle suy

// Fin boucle suy
/I Fin boucle sui
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Théoréme 3.3 L’algorithme RPNI2 identifie a la limite la classe des langages réguliers.

Preuve:

Par hypothése de récurrence et par la propriété 3.3, nous avons la garantie que I'automate obtenu,
éventuellement aprés son extension par le plus court suffixe, est déterministe et appartient au nouvel
espace de recherche. En vertu des propriétés 3.4 et 3.5, nous savons que s'il est compatible avec la
nouvelle donnée alors il appartient a I'ensemble frontiere. Si, par contre, il est incompatible avec
I_ 'automate sera fissionné. La propriété 3.6 nous garantit que, lorsque les données contiennent un
échantillon caractéristique, le résultat de la fission pour déterminisation est un automate compatible
et que le dernier état sorti de son bloc est un état variable. En d’autres termes, un état variable est soit
déja fusionné avec I'état fixe partageant les mémes finales, soit il est sorti de son bloc ainsi que toutes
les finales de cet état dans/®g A(1, ). Par conséquent, I'ordre des fusions ultérieures est cohérent
avec celui de I'algorithme RPNI et, en vertu du théoreme 3.1, I'identification a la limite est garantie.

Le théoreme 3.3 garantit I'identification de I'automate cible lorsque les données, recues séquen-
tiellement, contiennent un échantillon caractéristique. L'identification peut également étre obtenue
avec les mémes données par I'algorithme RPNI appliqué sur une présentation a données fixées. Cela
revient a mémoriser toutes les données recues séquentiellement et a appliquer I'algorithme RPNI sur
cet ensemble de données. Dans ce cas patrticulier, la solution proposée par les deux algorithmes est
identique. Par contre, lorsque les données n’incluent pas d’échantillon caractéristique il n'y a pas
d’assurance que les solutions proposées soient identiques. Cependant, des évaluations expérimen-
tales [Dup96a] ont montré que ces deux algorithmes fournissent en pratique des résultats équivalents.
L'intérét de 'algorithme RPNI2 sur I'algorithme RPNI est qu'il permet de réduire la complexité glo-
bale de I'inférence. En effet, en cas d’'incompatibilité de la solution trouvée a I'étape précédente,

il cherche a construire une nouvelle solution dans un espace de recherche qui est généralement un
sous-espace de celui de I'algorithme RPNI [Dup96a].

3.4.3 Complexité de I'algorithme RPNI2

Dans ce paragraphe, nous allons comparer la complexité théorique de I'algorithme RPNI2 par
rapport a celle de I'algorithme RPNI. Si I'on désire appliquer I'algorithme RPNI lorsque les données
sont présentées de facon séquentielle, il suffit de mémoriser les échantillons/positiiégatif/
recus jusqu’a I'étape en cours. Dans la mesure ou ces informations sont également mémorisées pour
I'application de I'algorithme RPNI2, leur complexité spatiale est idenfteqteautO (||, || +|1_]]).

Nous désirons évaluer le colt du traitement lors de la réception d’'un nouvel exemple dans le cas
ou la solution de I'étape précédente est incompatible avec la nouvelle donnée. Dans ce cas, I'ap-
plication de I'algorithme RPNI est effectuée dans le nouvel espace avec une complexité globale de
O((|M<|| + [[T_|) - | 1+]]?) (voir paragraphe 2.2.2). La derniére partie de I'algorithme RPNI2 consiste
a appliquer I'algorithme RPNI a partir d’'un automate quotient de I'arbre des préfixes. Dans le pire des
cas, cet automate est I'arbre des préfixes lui-méme et la complexité de I'algorithme RPNI2 est donc
égalemenO((||L|| + ||I_|) - ||[Z.|]"). Les autres opérations propre & I'algorithme RPNI2 ont une
complexité négligeable asymptotiquement. En effet, I'extension par le plus court suffixe de la chaine
x a une complexité linéair®(|z|). La définition du préfixe d’acceptation nécessite une analyse de
tout I'échantillon négatif, car plusieurs contre-exemples peuvent étre acceptés apres I'extension par le
plus court suffixe. Comme a ce stade I'automate courant est nécessairement déterministe, cette analyse

8. En toute rigueur, la complexité spatiale de l'algorithme RPNI2 est |égérement supérieure puisque l'auto-
mate solution a I'étape précédente est également mémorisé. Néanmoins, la complexité spatiale asymptotique est
effectivemenO(||I|| + ||I-]|)-
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présente une complexité linéait¥ ||7_||). Pour chaque contre-exemple accepté, il faut déterminer
le préfixe d’acceptation dans BT A(I,). Ceci représente une deuxiéme analyse déterministe des
contre-exemples acceptés qui est également de complexité lid&ajie ||). Finalement, la fission

pour déterminisation consiste a sortir au plus autant d’éléments de la partition courante gu'il y a
d'états dans I°T'A(1, ). Elle a donc une complexité qui dépend de la taille de I'arbre des préfixes,
c'est-a-direO(||1 ).

En résumé, les algorithmes RPNI et RPNI2 ont une complexité spatiale et temporelle identique
asymptotiquement. L'apport de l'inférence incrémentale, outre son intérét conceptuel, permet de ré-
duire la complexité pratique. En effet, en général, I'algorithme RPNI2 applique des fusions dans un
sous-ensemble deut(PT A(1,)) [Dup96b].
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